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16. BÖLÜM 


SERİLER 


16.1. Genel tanımlar. 


16.1 -1. Tanım. 


Bir Kanunla birbirine bağlı sayılar dizisinin verilmiş toplamına seri 
denir, 


1 


1 1 1 
tp tig b.k... 


a-arsar--.... sari... 
2--44618- 10-12-14 1 16 (i) 


1 


1 1 1 
pt gta teta t.. 


ifadeleri birer seri örneği teşkil ederler. 


Bir seride terimlerin sayısı sonlu ise seriye sonlu seri; terimlerinin 
sayısı sonsuz ise seriye sonsuz Seri denir. Yukarıdaki örneklerden yal- 
nız (1) serisi sonlu seri; diğerleri sonsuz serilerdir. Biz bu bölümde ge- 
nellikle sonsuz serileri inceleyeceğiz. 


2 Seriler 
Bir sonsuz seri 


Wu... kk... Yü 


şeklinde gösterilir. Burada u, serinin genel terimi adını alır. Bu terim 
serinin terimlerinin oluşum kanununu verir. Serideki bir terim, ekseri- 


ya, genel terimde ” yerine terim numarasını koymak suretile elde edi- 
lebilir, 


N 3 4 5 v3 a 
ÖRNEK ii. 13 * 573 İş; .:... serisinin genel terimini 
yazınız. 
Bu serinin genel terimi 
nk? . 
"nin ij) 
şeklindedir. Buna göre seri 
n 4-2 


şeklinde de gösterilebilir. 


7 | 
ÖRNEK 2. > * i * tg * ... serisinin genel terimini 
yazınız. 
, 2n—i N 
Genel terim Un > — 2 7 olup seri 
1 3 5 7 2n—1 ço A Zn—i 
FİztetE te ti te ğe 
nz1 
şeklinde gösterilebilir. 
1. 


co 
ÖRNEK 3. Ş, serisinin ilk dört terimini yazınız. 


a 1 1 
3 İsli Şt pt ip bem 


Genel tanımlar 3 


16.1 -2. Bir serinin yakınsak veya ıraksaklığı. 


© 


Wİİ Ut Z 3 Un 
nazi 


verilmiş olsurı. 
Su, 
b —-utu 
Hut tu, 


n 
zulum ktu, z » Un 


toplamlarına serinin kısmi toplamları denir. S, kısmi toplamı serinin 
ilk nx teriminin toplamıdır. 


Bir sonsuz serinin &$, kismi toplamının bir limiti mevcutsa yani 


lim $,—-S 


n1—> 0 


ise seriye yakınsak seri ve bu limite serinin toplamı denir. Limit mev- 
cut değilse seri, aksak seri adını alır, 


N 1 1 1 vi: 
ÖRNEK 1. 1-4 Ştz tere İ 5 t... serisi ortak çarpanı 


1 
DE olan bir geometrik seri olup 


| i 
ı 1 1 # , 2 
Deli tut... t mr” 1 22 gn 
1— — 
2 
ve 
lim S,-2 
n— a 


dir. Buna göre seri yakınsak ve toplamı S —2 dir. 
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ÖRNEK 2. 142431..-4n-*... serisinde 


naki) 


$&.-142-4*-3-4-..4*n 3 


olup 


lim $,zw 
Nn>0 


olarak mevcut değil ve dolayısile seri ıraksaktır, 


ÖRNEK 3. 1—-111—1-1—.. serisinde ” çift olursa 
8,0 ve n tekolursa 8,1 olup 
lim S, 
n— 


mevcut değil ve dolayısile seri ıraksaktır. (Salhnan seri). 


TEOREM 1. Bir serinin baştarafna sonlu sayıda herhangi te- 
rimler ilâve etmek veya baştarafından sonlu sayıda terimler atınakla 
serinin karakteri (yakınsak veya ıraksaklığı) değişmez. 


İspat: u *u,4*.. serisi v *v,*... serisinin baştarafından 
Yı ,V,...,v, terimlerinin atılmasiyle elde edilmiş bir seri olsun. Bu 
takdirde vu, —v,,, olup 


Sn — U, * İ ... * UN — Uy,ı * Uyaz ... İ Uran 
Sa — İran — Sk 


elde edilir. Buradan, S, in bir limitinin mevcut olması halinde 6s, in 
de limitinin mevcut olacağı ve dolayısile v serisi yakınsak ise u se- 
risinin de yakınsak olacağı; $, in bir limiti mevcut değilse 6s, inde 
limitinin mevcut olmayacağı ve dolayısile w serisinin ıraksak olması 
halinde w serisinin de ıraksak olacağı gösterilmiş olur. 


© © 
TEOREM 2. Ş. ww. ve Ş v. serilerinin her ikisi de yakmsak 


nazi nazi 


ve k herhangibir sayı ise : 


Yu, ve b (Un F Vr) 


nazil nazi 


serileri de yakınsak ve 


Genel tanımlar 5 


© © © © © 
Ykusk$ w ; Ya Ev) Yt Y ve 
n—z1l n—l nl azil nl 
ed © 
dir. Ş w waksakve k #0 ise Ş ku. de traksaktır. 
nz n—l 
İspat 
n n 
D) kuzk » U; 
izl izl 


ve 


X Gü £ vw) Ş, U Ş, V: 


izl izl izl 


yazılabilir. Bu ifadelere limit teoremleri uygulanırsa yukarıdaki sonuç- 
lar elde edilir. 


TEOREM 3. n artarken asla azalmayan ve sabit bir A sayısın- 
dan daima daha küçük kalan bir S, değişkeni, n in sınırsız olarak 
artması halinde A dan büyük olmayan bir limite yaklaşır. 


İlerideki bazı teoremlerin ispatı için kullanacağımız bu teoremin 
ispatını vermeyeceğiz. 


16.1 -3. Yakınsaklık için gerekli şart. 
TEOREM. Yakınsak bir seride 
lim uv, -0 


Nn—>w 
dır. 


İspat : Y u, yakınsak bir seri olsun. 
n—i 
Sı < Sp. tn 
ve buradan 
UZ S, — Saş 


© 
yazılabilir. Un serisi yakınsak olduğundan 
nl 


6 Seriler 


lim8,-8 , limd8,ız$8 


n1—>w n—0 
olup 
lim u,zlim (4,—-S8,.,)zlim S$,—limS,,-0 
Nc n->0 M—> 00 10 
bulunur. 


Bu şart yakınsaklık için gerekli bir şart olmakla beraber, serinin 
yakınsak olabilmesi için yeter değildir. Buna göre teoremin karşıtı doğ- 
ru değildir; yani, genel terimi sıfıra yaklaşan bir serinin daima yakın- 
sak olduğunu iddia edemeyiz. Örneğin ilerde ıraksak olduğunu ispat ede- 


e 1 2 Ri 
ceğimiz VW, — —- serisinde de .U, in limiti sıfırdır. 


Ancak, bir seride n->> w halinde u, sıfıra yaklaşmıyorsa, bu 8€- 


rinin sraksak olduğu söylenir. 


ÖRNEK 4. Genel terimi Uu,— e olan bir seri için 


lim vu, —i 
N>0 


olup seri ıraksaktır. 


16.1-4, Geometrik seri. 


TEOREM. u,—ari (a0) geometrik serisi |r|21 
de ıraksak; |r)<1 halinde yakınsak ve toplamı i 


) ari 2. 


n—1I 


- dir. 


İspat : Bir geometrik serinin ilk 7 teriminin $, toplamı, 
olarak, 

1-7 

BA İIE 


dir. 


halin- 


rel 


Yakınsaklık ve traksaklık kuralları 7 


1) Jr) <1 ise: 


a a . a 
— r” ve lim İ,.— 
1—-r 1—r ” 


3. — 


olarak seri yakınsak ve toplamı 


a 


S2, 


dir. 
2) r- 11 ise uv —4ax0 olarak seri ıraksaktır. 
3) r-—1 ise |Jw|J <ax0 olarak seri ıraksaktır. 


4) (rl) >1 ise lim u,—>w olup genel terim sıfıra yaklaş- 
Nn— co 


mıyor ve dolayısile seri ıraksaktır. 


16.2- Pozitif terimli serilerin karakterlerinin 
belirtilmesi için kurallar. 


Geometrik seride olduğu gibi, her seri için $, toplamını veren 
bir ifade bulmak mümkün değildir. Bu nedenle, bütün serilerin yakın- 
saklık ve ıraksaklıklarını, S8, toplamının limitinin mevcut olup olma- 
dığını araştırmak yolu'ile belirtemeyiz. Bu zorluk, serilerin karakter- 
lerinin belirtilebilmesi için bazı kuralların bulunması zorunluğunu orta- 
ya atmıştır. Biz de şimdi pozitif terimli serilere ait kurallardan bazı- 
larını inceleyeceğiz. 


16.2 -1. Integral kuralı. 


TEOREM. İkinciden itibaren her terimi, kendisinden önce ge- 
lenden daha küçük ve genel terimi f(n) olan pozitif terimli bir seride 
n>1 için f(m) pozitif, azalan ve sürekli ise: 


İçremdn 
Jı 


integrali mevcut olduğu şaman seri yakınsak; mevcut olmadığı zaman 
seri traksakltır. 


8 Seriler 


İspat: y-f(n) fonksiyonunun eğrisi Şekil. 144-a da gösterilen 
eğri olsun. 7 2i1,2,3,...,& değerlerinin herbirinden on eksenine dik- 
meler çıkalım ve şekildeki dik- 
dörtgenleri teşkil edelim. Dik 
dörtgenlerin sayısı k—i dir. 
k—i dik dörtgenin alanları top- 
lamı serinin S,—S, toplamını 
verir ki bu toplam n—i,n—k, 
yz 0 doğrularıve y—f(n) eğ- 
risi ile sınırlanan alandan küçük- 
tür. Buna göre: 


k 
k 
n BS X Fen < İç fen) dn 
Şekil: 144-a Wa 


k 
yazılabilir. £ sınırsız artarken | , İ(n) dn integrali mevcut ise, S8, — S, 


daima bu integralin değerinden küçük kalır. S,—S, toplamı k ile 
beraber arttığından ve daima belli bir sayıdan küçük kaldığından bir 


limite yaklaşır. (bak. 16.1-2. TEOREM 8.) Dolayısile de seri yakınsak 
olur. 


Integralin mevcut olmaması halinde de, Şekil 144-b den 


yı 


Şekil : 144-b 


1 
DAİ > | f (m) dn 
olarak 8,.-> cw ve dolayısile seri ıraksaktır. 


Yakınsaklık ve ıraksaklık kuralları 9 


ÖRNEK 1. 


serisinin karakterini belirtiniz. (Harmonik Seri) 
Integral kuralının şartları bu seri için mevcuttur. Buna göre 
w © 4 
İ fen) dn — | lim e 
1 ı * Aşejiı 
slim |Jlogn|j lim log 4—< 
As 


A» 


olup integral mevcut değildir. O halde harmonik seri ıraksaktır. 


ÖRNEK 2. 


serisinin karakterini belirtiniz. (p serisi) 


p xi kabulediyoruz. p—i halinde seri harmonik seri olur ki 
bunu da Örnek 1 de incelemiştik. 


integrali kuralının şartları bu seri için de mevcuttur, Buna göre 


> >? dn A dn 
ndan — —lim le 
| ie h n Aze h n 


-lim| 1 1 Azlimf/i 1 1. 
Asw | 1—p nr 


dir. 
K , 1 
p—1<0 yani p<1I ise arr > olarak limit ve dolayı- 


sile integral mevcut olmaz. Bu sebeple de seri ıraksak olur. 


1 : 
p—1>0 yani p>1 ise ZPT —>0 olarak integral mevcut 


ve seri yakınsak olur. 
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Bu sonuçlara göre 


serisi (p serisi) p>1 ise yakınsak; p <1 ise ıraksakltır. 


16.2 -2. Mukayese kuralı. 


TEOREM. Bütün terimleri pozitif sabitlerden ibaret olan 
ata tal..ta,t... 
UWtU tu... tu, tr... 
serileri verilmiş olsun, 


Eğer, a, serisi yakınsak ve u, serisindeki her terim, a, seri- 
sindeki karşılığı olan terimden küçük veya ona eşitse, u, serisi de 
yakınsaktır. 


“Eğer a, serisi ıraksak ve u, serisindeki her terim, a, serisin- 
deki karşılığı olan terimden büyük veya ona eşitse, u, serisi de ırak- 
saktır. 


İspat: a, serisi yakınsak; u, <a, ve 


S,za,*a,t.. ta, ; lim S,—ZA; 
1 
ZU tuk... tu, 


olsun. Hipotezden ötürü s, < S, dir. a, serisi pozitif terimli bir seri 
olduğundan, n arttıkça S, aslaazalmazve S, <A<A4A-1 olur. Bu- 
nagörede s, <Â-*1 olacaktır. u, serisi de pozitif terimli bir seri 
olduğundan 6s,,” ile birlikte artar. Diğer taraftan s, daima 4 t1 
den küçük kaldığına göre 4 4-1 den büyük olmayan bir limite yakla- 
şır. (bak. 16. 1-2. TEOREM 3.) Buna görede w, serisi yakınsak olur. 


a, »raksak ise S$, in bir limiti mevcut olmayacak ve hipotezden 
ötürü s, 25, olacağına göre 6s, de bir limite yaklaşamayacak ve 
u, de ıraksak olacaktır. 
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ÖRNEK 1. o kipi, serisinin 
pati 12 2.3 3,4 ** 


n— 
karakterini belirtiniz. 


Bu seriyi p—2 olan p serisi yani 


1 1 1 
tg testten 


18 


serisi ile mukayese edelim. p <2 halinde p serisi yakınsaktır. Diğer 
taraftan her &n için 


1 1 
nn <1) Ss 
olup verilen seri de yakınsaktır. 
© 
m 1 1 1 1 
ÖRNEK 2. 2. wi liz teta ten serisinin 
nz 
karakterini belirtiniz, 
a 1 
Bu seriyi de 3 b geometrik serisi ile mukayese edelim. Bu geo- 
azl 


1 
metrik seri, ortak çarpanı r>— > <1 olduğundan yakınsaktır. Diğer 
taraftan n>2 için 


1 1 
Eğ 
olup 
() 
1 1 1 
Lasştat .. 


1 , 
serisi de yakınsak olur. Halbuki bu serinin baştarafına İi ve Da terim- 


lerini eklemekle serinin karakteri değişmeyeceğinden (bak. 16. 1-2. 
TEOREHM 1.) 
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serisi de yakınsaktır. 


i api 
za $ .... serisinin 


1 1 
ÖRNEK 8. Y gey lt tgrt7 
nz 


karakterini belirtiniz. 


Bu seriyi de 
1 Tt yiztetate 
p-4 olan p serisi olup yakın- 


serisi ile mukayese edelim. Bu seri 


saktır. Diğer taraftan n>1i için 
1 1 


On 41 “ni 
olup verilen seri de yakınsaktır 
serisinin 


ÖRNEK 4. DE ti t 


karakterini belirtiniz. 
Bu seriyi de ıraksak olduğunu bildiğimiz 


1 1 1 
hek Şt 


1-4 > *t 3 

harmonik serisi ile mukayese edelim. n>1 için 
1 1 
—- > — 
Vr nr 


olup verilen seri de ıraksaktır 


Yakınsaklık ve ıraksaklık kuralları 13 


© 
1 1 1 
ÖRNEK 5. D) 145 $$ 4 1 * ... serisinin 
nz0 


2n kı © 357 
karakterini belirtiniz. 


1 1 1 1 


mi1” 204272 nji 
olduğu kolayca görülebilir. Diğer taraftan 


1 


2 a1 


NE 
pa 


serisi harmonik serinin terimlerinin DU ile çarpılmasından elde edilen 


bir seri olup harmonik seri ile aynı karakterde yani ıraksaktır. O hal- 
de, mukayese kuralı icabı, verilen seri de ıraksaktır. 


16.2 -3. D'Alembert oran kuralı. 


TEOREM. u*u*..*u,t... pozitif terimli serisi verilmiş 
ve 
lim Üni. R 
RR» © Un 
olsun. Eğer 
R<I ise seri yakınsak; 
R>1 ise seri ıraksak; 
R— ise birşey söylenemez. 
dir. 


İspat : li m e —ZR<I1 olsun, n ninbir N değerinden 


UN41 


itibaren <r olabilecek şekilde &<r<1 eşitsizliğini sağla- 


yan bir 7 sayısı bulunabilir. Buna göre 
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<T VE Uyu lTUN 
n—N-*1 için NR <T ve Uy TUŞ 


nz—N 1t2 için NAS <r ve Uy TU 


... .. e. 2e 4. Bee ee Se EE 000 48e MOS 4S vee 


yazılabilir. Sağ tarafta, elde edilen eşitsizlikleri taraf tarafa toplayalım. 
Bu suretle 


UN İ UN FUN İİ  STUN UNİT UN R... 


elde edilir. İkinci taraf |r| <1 olan bir geometrik seri olup yakın- 
saktır. Mukayese kuralı uygulandığı takdirde birinci taraftaki serinin 
de yakınsak olduğu çıkarılmış olur. Verilen w, serisi de, birinci taraf- 
taki serinin baştarafına sonlu sayıda terimler ilâve edilmek suretile 
elde edilmiş bir seri olduğuna göre, 16.1-2. TEOREM 41. den ötürü 
yakınsak olur. 


Şimdide lim “tl -R>1 olduğunu kabul edelim. 7 nin 
n—» © Ün 


N den büyük her değeri için 


UNİ 


EN >1 ve Uy > Uy 


UN? 


UNİ >1 ve Uy> > Uy > Uy 


VUN43 


NEZ >1 ve Uyg > Uy> > Uy 


yazılabilir. Buda gösterir ki nx nin N-1 değerinden itibaren seri- 
nin her terimi ww, sayısından büyük kalmaktadır. O halde serinin 7 
yinci terimi sıfır limitine yaklaşmamakta ve dolayısile seri ıraksaktır. 
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. R—i1 halinde, kuralın birşey söyleyemeyeceğini bir örnekle açık- 
layalım. 


a 1 1,1 
ÖRNEK 1. pi lİŞşigğ tes (p serisi) serisinin 
nzil 


karakterini oran kuralı ile belirtmek isteyelim. 
Pp 


N / . 1 n N fn Ye 
i tl — e m İj-——— |) <1 
Kİ Kr vR Ol (Gi) 


dir. Bu sonuç p ne olursa olsun doğrudur. Halbuki p serisi, p>1 


için yakınsak; p <1 için ıraksak olup, serinin karakteri p ye bağ- 
lıdır. 


N 1 2 
ÖRNEK 2. 1* Şİizt 3 t a t .... Oo serisinin karakte- 


rini belirtiniz. 


n 
Serinin genel terimi u,— ga ve 
n-*-1i 2 . 1 ni 1 
lim 2l lim n , — alim -—- —— <ıI 
nx“ n nx» © 2011 n nx» 2 n 2 
olarak seri yakınsaktır. 
ö yi şi2,128, ini 
RNEK 3. TRENE LE Ti LER, serisinin 
karakterini belirtiniz. 
n! 
Serinin genel terimi 4, gr ve 
R Un 0 ÇİN 10 nil 
im lim Digi gy SİİR aç Ni 


olup seri ıraksaktır, 


ÖRNEK 4. Genel terimi ww, 7 tg Zi olan serinin karakterini 
belirtiniz. 
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1 ig T 
nl nsl 
lim Ür jim -2 2 
n— © Un ns» © 1 t Mu 
or 2” 
ig T T 
nl nl 
—1im — İLA 
nc r T 4 4 
— tg ——. ——- 
a 2” 
olarak seri yakınsaktır. 
16.2 -4. Cauchy kuralı. 
TEOREM. utu $t..*-u,t.. pozitif terimli serisi verilmiş 
ve 
lim "Yu, —R 
nx» © 
olsun. Eğer 
R <1 ise seri yakınsak; 
R>1 ise seri ıraksak; 
R—1 ise birşey söylenemez; 
dir. 


N il i ma — . : v... 143. 
İspat; VİN Vu, #R<I1 olsun. n ninbir N değerinden iti 


baren “Yu, <r<1 olabilecek şekilde R<r<1 eşitsizliğini sağlı- 
yan bir 7 sayısı bulunabilir. Buna göre 


n—N için ONY <r ve u,<ri 
n—N 41 için “*'Yuy,ı <T ve uş <TH 
n—N 12 için Nüyyuş,; <r ve uy, <rit 


... ... 


yazılabilir. Sağ tarafta bulunan eşitsizlikleri taraf tarafa toplarsak 
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UNİ UNgı İF Uyar b STN şrNti pp pNt2 


..., 


elde edilir. İkinci taraf |r) <1 olan bir geometrik seri olup yakın- 
saktır. Mukayese kuralı uygulandıği takdirde birinci taraftaki serinin 
de yakınsak olduğu sonucuna varılır, Verilen w, serisi de, birinci ta- 
raftaki serinin baş tarafına sonlu sayıda terimler ilâve edilmek süre- 


tile elde edilmiş bir seri olduğuna göre, 16.1-2. TEOREM 1. den ötürü 
yakınsak olur. 


lim"Yu, —R>1 hali de benzer şekilde ispatlanabilir. 


n-> © 


İhtar. li m —2İ. —R;, ve lim Yu, R, olarak mevcut 


nx» © ” n—-> © 


iseler K,—EK, dir. 


ÖRNEK 1. Genel terimi W, — 


belirtiniz. 


e - . . . . 
og n” olan serinin karakterini 


lim Yü, —lim —İ- -0<1 
gn 


nn» © new İl 


olarak seri yakınsaktır, 
ÖRNEK 2. Genel terimi w,— ts (a * 2) olan serinin karak- 


terini belirtiniz. fo <a< >) 


v 


Yüz <tela s5) olup lim "Yu, — tg a 


n—x—© 


dır. Buna göre 


TK 
tga<1 yani 0<a<— ise seri yakınsak; 


r r 
tga>l yani <a<- ise seri ıraksak; 


tga—l yani az > ise kural birşey söylemez. 


Yüksek Matematik Ii F.2 
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a— — olması halinde serinin karakterini araştırmak üzere &, 
terimini ele alalım, 
A n ra n 
, nn 14 tg— 2tig— 
w.> İs * 2) —|- | la ş— — 
1— tg— 1— tig w 
yazılabilir, Bu ise. 
e 
ula rp 
li 
şeklinde düşünülebilir. > co halinde 6-0 ve (148)? —>e dir. 
tez 
a 20 
2ntg nn n 
Hd B — — a 
1— tg— i— tg 
olup 
ıimn8p—2X 
nx» © 
dir, O halde 


lim üzel «0 


nR—» ca 


olarak a— va halinde seri ıraksaktır. Bak. 16.13 TEOREM.) 


162-5. — kuralı 


Va 


TEOREM 1. u, ve v, pozitif terimli iki seri ve 


nx» © Va 
olsun. 
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1) 1x0 ise her iki seri aym karakterdedir. 
2) 1-0 ve v, yakınsak ise u, de yakımsaktır. 


8) I>w ve v, iraksakise u, de traksaktır. 


İspat: 1x0 kabul edelim ve 7 den küçük bir e pozitif sayısı 


— 


seçelim. e sayısına karşılık gelen öyle bir p tam sayısı bulalım ki 
n in p den büyük bütün değerleri için 


1—-e< ise 
Va 


eşitsizliği sağlansın. Bu takdirde p yinci terimden itibaren 
U—eo)vu,<u< (te), 


eşitsizliği daima yazılabilir. Eğer v, serisi yakınsak ise (/*e)v, de 
yakınsak ve 


Uz Uteo)v, 


eşitsizliğinden ötürü w, de yakınsak olur. Eğer vw, serisi, ıraksak ise 
(—e)v, de ıraksak ve 


U,> (—e)v, 


eşitsizliğinden ötürü w, serisi de ıraksak olur. Buna göre 7x0 ise 
her iki serinin aynı karakterde olduğu gösterilmiş olur. 


Eğer, 1-0 ve vw, serisi yakınsak ise belirli bir terimden itiba- 
ren 


Uy < EV, 
olacağından u, serisi de yakınsaktır. 
Eğer, > ve v, serisi ıraksak ise, belirli bir terimden itibaren 
U, > Av, 
olacağından w, serisi de ıraksaktır. A, pozitif keyfi bir sayıdır. 
Bu kuraldan faydalanarak, bir w, serisinin karakterini belirtmek 


için, > oranı sıfırdan farklı bir limite malik olacak şekilde bir *, 
serisi seçilir. 
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ÖRNEK 1. u, genelterimi, 7 in iki tam çok terimlisinin bölümü 
şeklinde olan bir serinin karakterini belirtmeğe çalışalım. Bu halde 


çan ibni ,.,. 
"wn şbnari e... 


şeklindedir. p ve g tam ve pozitif sayılar, a ve a' de pozitif sayılar- 
dır. 


Böyle bir serinin karakterini belirtmek için wv, serisi olarak 


genel terimli seri seçilir. Bu takdirde 


U, GN kb İK,... GN İPATİR.,.. 


Ün nP : nf 
olup 
: U a 
lim — -— x0 
nx» © Un 


dir. Buna göre her iki seri aynı karakterdedir. 


. 1 
Va — ni-P 


şeklinde olup p serisidir. O halde 


g—p>1l ise v, serisi yakınsak dolayısile w, serisi de yakın- 
saktır, 


g—pSi ise v, serisi ıraksak, dolayısile w, serisi de ırak- 
saktır, 


Buradan, w, serisinin yakınsak olabilmesi için g—p>i veya 
g4:zp 12 olması gerektiği söylenebilir. 


SONUÇ. Genel terimi, n nin. iki tam çok terimlisinin bölümü 
şeklinde olan bir seri, genel terimin paydasının derecesi, payının dere- 
cesinden en az iki fazla olduğu zaman yakınsaktır. 
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a, , . 1 Ni , 
Örneğin genel terimleri mi 6) ' ni L7 olan seriler yakınsak; 


am n n—ıl La 
genel terimleri Era' Sİ olan seriler ıraksak serilerdir. 


ÖRNEK 2. Aynıkural, u, in n nin irrasyonel cebirsel fonksi- 
yonu şeklinde olması halinde de uygulanır. Örneğin 


5 Nm —16 
yn s1 
serisi verilmiş olsun. v, olarak 


Un 


OY ni 
"U.A 


seçilebilir, 


U Slim Vr'—16 , ni 
so Ün nese Nasi yn 


olarak her iki seri aynı karakterdedir. 
3 nt ni »B i 


UYE —— 2 
a n2 yin nini “ ydi 


serisi p— > 1 olan p serisi olup yakınsak ve dolayısile u, serisi 


de yakınsaktır. 


N 1 . NN : 
ÖRNEK 3. Genel terimi U,— Ya sin — olan serinin karakteri- 
ni belirtiniz, 


3 1 i ns N 
v, serisi olarak Vv,” Ya —, serisini seçelim. 
n 
i sin > 
n . vn n 
lim— z<lim —7#0 
nx» © *» nn» © 1 . 


olarak her iki seri aynı karakterdedir. 
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serisi p— >> 1 olan p serisi olup yakınsak ve dolayısile u, serisi 


de yakınsaktır. 


TEOREM 2. ulu... tu,t.. pozitif terimli bir seri ve 


lim Wu,—i 
n—>0 


olsun. 
(p>I1 ise u, serisi yakınsak; 
1) 1x0 ve | 
İpSİ ise u, serisi ıraksak; 


2) 1-0 ve p>1 ise u, serisi yakınsak; 
3) I>wve p Sİ iseu, serisi aksak; 


dır. 

'Teoremin ispatı, bundan evvelki teoremde 7, 5 seçilmek sü- 
retile kolayca yapılabilir. 
16.2 - 6. Raabe kuralı. 

TEOREM. utu tt... tu, tr... pozitif terimli bir seri ve 


. Un1 - — 
lim | | n <8 


nx» © 
olsun. 
1) p<—1 ise seri yakınsak; 
2) B>—1 ise seri ıraksak; 
Bu kural, Desi in limitinin 1 e eşit olması halinde serinin ka- 


rakterini belirtmeye imkân veren bir kuraldır. 
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1.3.5...(On—1 
ÖRNEK. Genel terimi u,— 2. vE Sn ) olan serinin ka- 


rakterini bulunuz. 


Un 2n *-2 
olup 
Uns1 : 2n-—x1 

lim ilinszlim —ilin 

Lim) n | lim İzeiz | 

—n i 

zlim — >—1 
nsw 24-2 2 


olarak seri ıraksaktır. 


16-3 Pozitif terimli yakınsak bir 


serinin toplamının hesabı 


Pozitif terimli bir serinin toplamını elde etmek için, geometrik se- 
ride yapıldığı gibi, evvelâ 5S, toplamının limitini hesaplama denenir. 


1 


ÖRNEK. Genel terimi ”,— na dülg olan serinin, 


toplamını hesaplayınız. 


Serinin S, #oplamı 


1 i 1 
BE ta etmedin rE 
olup 
İİ LA( 1! 
nn--YU(0n*-2) 2 İnn ti) 2-1)" (n422) 


olduğu gözönüne alınırsa 
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2 12.3 3.4 

1 1 Ni 1 

2 (ari ETE) 
g-ilii 

2 İz GEDET| 


ıfa1 1 1 
zli $, zli —p e — İm 
ilin me >|3 WED ES 4 


bulunur. 


Bu şekildeki işlem nadiren pratiktir. Zira çok sayıda serinin top- 
lamları, ölçülemeyen sayılar olup ancak belirli bir yaklaşıklıkla hesap- 
lanır. 


Bunun içinde S toplamı yerine 8, toplamı hesaplanır, Bu su- 
retle yapılan hata S—S, olur. Bunagöre R,-—S5—5S, hatası 


Rp, 5S — S2 Unaş $ Unşa Fb Uz İ öve. 


dir, Bu da sonsuz terimli bir seri olduğundan tam olarak hesaplanamaz. 
Bu sebepten, mutlak değer bakımından K, den büyük öylebir ge >0 
sayısı aranır ki S8 toplamı S,—e ile S, e arasında kalsın. Bu tak- 
dirde S$,,S in kendisinden küçük bir yaklaşık değeri olur. Genel ola- 
rak e,n e bağlıdır. » öyle seçilebilir ki e istenildiği kadar küçük ol- 
sun. 


S8 toplamı yerine $, kısmi toplamını almakla yapılan hata, yal- 
nız R, değildir. S, in terimlerini hesaplarken de hata yapılır. Sonu- 
cu belirtirken bu hataların da gözönüne alınması gerekir. 


Pozitif terimli yakınsak serilerde S toplamı yerine S, kısmi top- 
lamını almakla yapılacak hatanın mertebesi kolayca belirtilebilir. 


Ur... Ut... 
pozitif terimli yakınsak bir seri olsun. 7 in öylebir p değeri buluna- 
bilir ki bu değerden itibaren 
Up41 
a <k<ı1 


eşitsizliği sağlansın, Buna göre 
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Un? 


Ur < k Un1 < k Ün 


Un 2 
ya Sk; Usa < Kün, Ur < ktu, 
nr 


Un43 
7 < k, Una < k Unk? >) Una < ki Un 
n*2 


yazılıp sağ tarafta bulunan eşitsizlikler taraf tarafa toplanırsa 
Unı * Un42 * Un43 ts... < Un (k t k? * k3 * ...) 
RU (kkk 4...) 


k 
RR, < e | 
elde edilir. Buna göre, pozitif terimli yakınsak bir seride, $S toplamı 
yerine S, kısmi toplamını almakla yapılan hata, en son alınan terimin 


k 
TE ile ğarpımından küçüktür. 


Genellikle, bir serinin S toplamının, belirli bir p ondalığa ka- 
dar gerçek olan değeri hesaplanmak istenir. Bunun için, baştan itiba- 
ren terimler p-* 2 ondalığa kadar hesaplanır ve bu hesaba, ilk p on- 
dalığı sıfır olan bir terime varıncaya kadar devam edilir. Bu suretle 
elde edilen terimlerin toplamı, S toplamın, p ondalığı doğru, yak- 
laşık bir değerini verir. (pratik kural) 


2. 
1.3 


Mi 2 2 2 
ÖRNEK. İRBİKSİİ dai te 
ane 1 
serisinin toplamını 105 yakınlıkla hesaplayınız, 
Un 41 — 2 .. (2n — 1) göni —— 1 2n — i 
Tu, On şa) giti 2 © Bİ 3nt1 


ns Ün 9 
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Un s1 
olup 7 ne olursa olsun - 


1 
< ğ dur. Buna göre $ toplamı yerine 


n 


S, kısmi toplamını almakla yapılan hata 
1 
R.—8— S8. < u,— Mü 
ı— 8 
9 


dir. O halde n i öyle seçmelidirki u,w,...,u, i hesaplarken ya- 


n 1 N 
pılan hataların toplamı ile Ş- in toplamı ETİ dan küçük kalsın. 


Sonucun altı ondalığı doğru olması istendiğine göre, yukarıda söy- 
lenen pratik kurala göre, u, leri 642-8 ondalığa kadar hesaplı- 
yalım ve bu hesaba ilk altı ondalığı sıfır olan terimi buluncaya kadar 
devam edelim. 


Ur > vg > 0,666 666 66 
U — 2. — 0,024 691 85 
2 3g 
ig <2. — 0,001 646 09 
35.38” 
4, 52 — 0,000 130 64 
“pg 
ve — 2 —0000 011 29 
“—ğg.g —Y; 
2 
Us Z Ti —U,000 001 02 
4 — 2 —0,000 009 09 
741338 


Buradan görülüyor ki 


1 1. 2 
ve S—Sı< vr * EET 


YS 10 8 


ME 
107 


dir. Diğer taraftan U,W,... nin herbirinin hesabında yapılan hata 


Değişik işaretli seriler 27 
ETE den küçük ve bunların hepsinde yapılan hataların toplamı -ise 


7 
ETE den küçüktür. O halde, S yerine S, yi almakla yapılan hata ile 


terimlerin hesabında yapılan hataların toplamı 


2 7 9 


Mİ TE 


den küçüktür. Bu suretle S toplamının e den daha küçük hatalı 
bir yaklaşık değeri bulunmuş olur, i 
S, — 0,693 147 14 
olduğuna göre 
8 <8<S 4 İç 
108 
0,693 147 144<S< 0,693 147 23 


olup altı ondalık doğru değeri 0,693 147 dir. Buradan, yukarıda ve- 
rilen pratik kuralın da teorik yola uygun bir sonuç verdiği kolayca 
görülür. 


16 - 4 Değişik işaretli seriler 


Bir serinin terimlerinin işaretleri yalnız pozitif olmak yerine bir 
kısmı pozitif ve bir kısmı da negatif işaretli olabilir, Bu gibi serilere 
değişik işaretli seriler denir. 


TEOREM. uu... tu, *... değişik işaretli bir seri olsun. 
Bu seride herbir terim yerine mutlak değerleri konulmak suretile elde 
edilecek 


il klel kk... kl) hk... 0 
serisi yakınsak ise verilen değişik işaretli seri de yakınsaktır. 


Bu halde seriye mutlak yakınsak seri denir. 
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İspat : Verilen serinin 
Su zu tut... Hu, 


toplamındaki pozitif terimlerin toplamı A, ve negatif terimlerin top- 


lamıda —B, olsun. B, , negatif terimlerin mutlak değerlerinin toplamı- 
dır. Buna göre 


S,-A,-B, 


dir. Verilen serinin terimlerinin mutlak değerlerinden meydana gelmiş 
olan serininilk nx teriminin toplamı ise 

Mi, — A, * B, 
dir. Yakınsak olduğunu kabul ettiğimiz (1) serisinin'toplamı M ol- 


sun. m, toplamının terimleri pozitif olduğundan limit halinde, arta- 
rak M değerini alacaktır. Buna göre 


m, <M veya 4,1B,<M 
© ve buradan da, A, ve B, pozitif veya sıfır olduklarından 
A,<M , B,<M 


yazılabilir. S, denS,,, toplamına geçildiği zaman A, . u,,, >0 ise 
U,,ı kadar artacak, w,,, <0 ise değişmeyecektir. Buna göre, n art- 
tığı zaman A, asla azalmaz vedaima M den küçük kalır, O halde A4, , 
16.1-2. TEOREM ö.egöre n—>> xw halindebir A limitine yaklaşacak- 
tır. 


Aynı şekilde ” in sınırsız olarak artması halinde, B, in de bir 
B limitine yaklaşacağı gösterilebilir. Buna göre, 


lim S,—liim (4,—B,)-4—B 


n—0 n1—> 


olduğu gösterilmiş olur ki bu da verilen değişik işaretli serinin yakınsak 
ve toplamının S—<A—B olduğunu gösterir. 


1 i 1 
ÖRNEK. 1— Evi * 3-7 * .... serisinin mutlak yakınsak 


olup olmadığını gösteriniz. 


Serinin terimlerinin mutlak değerlerinden meydana gelen 
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1 1 1 


tta tat.. 


pozitif terimli serisi, p—2 olan p serisi olup yakınsaktır. O halde, 
verilen seri mutlak yakınsak bir seridir. 


Değişik işaretli yakınsak bir seri mutlak yakınsak değilse böyle 
bir seriye şarta bağlı yakınsak seri denir. 


1 1 i 
1—Ştg-yt.. 


serisinin terimlerinin mutlak değerlerinden meydana gelmiş olan 


i 1 1 
14 > * 3 t yu r... 
serisi harmonik seri olarak ıraksaktır. Buna göre verilen seri, mutlak 
yakınsak bir seri değildir. Bu serinin yakınsak ve dolayısile şarta bağ- 


h yakınsak bir seri olduğunu ileride göreceğiz. 


, 1 1 1 
İhtar. 1——>4——-—— 1... serisi şarta bağlı yakınsak 
v2 v3 va Ş giy 
bir seridir. Ancak bu serinin terimlerinin yerleri değiştirilmek suretile 
elde edilen 
1 1 1 1 1 
1-—————|4 Et -İte 
baht 
serisi ıraksak bir seridir. Buna göre, mutlak yakınsak olmayan bir ya- 


kınsak seri, terimlerinin yerleri değiştirilmek suretile ıraksak bir seri 
haline getirilebilir. 


16-5 Alternatif seriler. 


Terimleri alternatif olarak pozitif ve negatif olan serilere alier- 
natif seriler denir. 


n ne olursa olsun u, >0 olarak 
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UM Wİİ k... (Alu EE... 


serisi alternatif bir seridir. Örneğir 
1 — m *t yar emeli * ... 


serisi alternatif bir seri olup alternatif harmonik seri adını alır. 


TEOREM 1. u-—-w*t*u—u-.. alternatif serisinde n ar- 
tarken, serinin terimleri mutlak değer bakımından azalıyor veya sa- 
bit kalıyor ve. 


lim u, 20 
mrs) 


oluyorsa seri yakınsaktır. 


İspat: w-—w-4wu—u,t... serisinde 


Sın S (ü, — >) t (üz — U4) iF... İ(i2m—1 — Uzm) 

Som — Wi — (U— 3) — (uş — Us) — çe — 2m 2 — Um) — Uzm 
yazılabilir. Bu ifadelerde bulunan parantezlerin içi pozitifdir. Buna gö- 
re, birinci ifade S8), in m ile birlikte arttığını ve ikinci ifade ise Sı, 


in dalma u, den küçük kaldığını gösterir. O halde, 7 sınırsız olarak 


arttığı zaman S;,, bir S limitine yaklaşır, (16.1-2. TEOREM 3.e bak.) 
Diğer taraftan 


Samşı S İzm $ Uzmsi 
olup 


lim Sansı zlim Su Flim Um 2810-8 
M—>w M— M—> a 


elde edilir. Buna göre, nx çift ve tek değerlerden geçerek, sınırsız ola- 
rak arttığı zaman, S$, bir S limitine yaklaşır. Bu da serinin yakınsak 
olduğunu gösterir. 


ÖRNEK 1, 1i— > 


tiniz. (Alternatif harmonik seri) 


1 


1 
* BU * ... serisinin karakterini belir- 
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e NN i 

Serinin genel terimi |u,| — ya olarak 
li Li velimu,—lim-£ -0 
ni n ns © nsw 


olup seri yakınsaktır. Bu serinin terimlerinin mutlak değerlerinden mey- 


dana gelen seri, harmonik seri olarak, ıraksak olduğundan, seri, şarta 
bağlı yakınsak seridir. 


1 2 3 4 


ÖRNEK2. 5 -gtipa—- gi tee serisinin karakterini 
belirtiniz. 
n 
| — ga 
olarak 


ni 1 1 1 1 (nn 1 n 
ei Ser size rİstİ<#- Va 


ve 


N n 
lim — —0 
nx» © 2 
olup seri yakınsaktır. Diğer taraftan 
. n*l rn |. 1 ntli 1 
limaa sy slim ; — > g<l 


olup seri mutlak yakınsaktır. 


TEOREM 2. Yakınsak bir alternatif seride, S toplamı yerine 


S, toplamını almakla yapılan hata, (n-* 1)inci terimden yani atılan 
terimlerin ilkinden küçüktür. 


İspat : 
Su — au — ub. 
olsun. n” çift ise: 
SU — Uk — Yİ sa — Un İ Unal — 
S— Sı * Unşı — Yaşı İ ... 
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S—S, — Ungı — Unş2 İ Unş3 — ee 
S — S, — Uray — (Unş2 — Un — 
olarak 
S—S,< Ungı 
ve n tekise: 
S— Sa -- Unşı $ Una? — Yaş İs. 
Su — SS Yaşı — Unş2 $ ni — sea 
Sa — S5 Yaşı — (niz — Unş3) — ve. 
olarak 
Su —S < Unşi 


bulunur. Her iki haldede S yerine $, i almakla yapılan hatanın 


|S—S.| Suya | 


olduğu görülür. 


16-6 Değişken terimli seriler 
(Kuvvet serileri) 


Değişkenleri içeren 


© 

NY amoytastlamiadk... rok... 

rn z0 
© 
NY o(—a-oosa(—akal—atı...seli—ays... 
nz0 
şeklindeki serilere kuvvet serileri denir, &x, değişken olduğuna göre, 
x in alacağı her değere karşılık bir nümerik seri elde edilir. Bu se- 
rilerden bazıları yakınsak, bazıları da ıraksak olabilir. Buradan, kuv- 
vet serilerinin yakınsak olabilmelerinin x in değerlerine bağlı oldu- 
gu sonucuna varılır. Böyle bir serinin yakınsak olabilmesi için & in 
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hangi değerleri alması gerektiği D'Alembert Oran kuralının EL 
uygulanması suretile belirtilebilir. 
© 
Bu kural Nu €,X" serisine uygulanırsa 
n—il 
m vi 
lim || jim) | lim |lesiligj 
nx» © a nx» © Cn n-» © Cn 
elde edilir. 
lim “*İ-R ise lim | Ye — R laj| 
nx» © Cn n-»—© | Un 
dir. Serinin yakınsak olabilmesi için 
R |al <1 iz) < 1 
, R 
i 1 
— <ı<t RK 
, 1 1 .3 , N , 
olması gerekir. — *- > ve 1-— 5 için kural birşey söylemedi- 


ginden, x in bu değerleri için serinin karakteri ayrıca belirtilmelidir. 


NE 


Bu suretle elde edilen | — E * * R) aralığına serinin yakınsaklık ara- 


hğı denir. e yakınsaklık yarıçapı adını alır. 


© . 
ÖRNEK 1. 3 — serisinin yakınsaklık aralığını bulunuz. 


a—l 
N Ünşi gti n N n 
lim '—— <lim —İszliim z|—ijz 
new | Un nx» © nt1 2 nx» © nti izl 
olup serinin yakınsak olabilmesi için 
|x|<i yani —1<e< 11 


olmalıdır. x — —I1 için seri 


Yüksek Matematik J1 F.3 
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1 
7 — '... 


adlan 


- 1 
—1ş o 
olup şarta bağlı yakınsaktır. x —1i için ise seri: 
1 1 1 
it 2 t 3 t ru 1... 


olarak harmonik seri olup ıraksaktır. 
Bunlara göre verilen serinin yakınsaklık aralığı 


—1şı<ıi 
dir. 
© 1 1ıy 
ÖRNEK 2. 3 ( a Gy ) serisinin yakınsaklık aralığını 
nl ” 
bulunuz. 
Unsı | | (6 4 191 >w | (1 1 
omeri erim “İzmey© tt» 
ve 
lim elle 1/ 
na- © ; B 


9lup serinin yakınsak olabilmesi için 


Şieti)<i ; İsskil<2; 


—2<011< 12 


olmalıdır. x*1— —2 için seri: 
2 2 2 
DE İ ppt ».3 He 
1 1 1 


EB İğitigmteree 


olarak yakınsaktır.: (p<2 olan p serisi). 


2422 içinise seri; 
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2 > 2 
“EE İHR ERİ: 


olarak yakınsaktır. (mutlak yakınsak seri). 
Bunlara göre verilen serinin yakınsaklık aralığı 


—2atis2 ; —3cısşi 


dir. 


16-7 Fonksiyonların seriye açılımı. 


y — f(x) az veya çok karışık bir fonksiyon olsun. & in verilmiş 
farklı nümerik değerleri için f(x) in değerlerini hesaplamak, genel 
olarak zahmetli ve çok uzun olur. Örneğin 


1. —xta 1 VE sinir 
ya (eMie);ysAretg e iyey1 $ siniz 


fonksiyonlarının x in verilmiş bir değerine karşılık olan değerini doğ- 
rudan doğruya hesaplamak çok zordur. 


, ” a ; 
Aynı şekilde olasılık teorisinde çok karşılaşılan fear ineg- 


Tali, adi fonksiyonlar yardımiyle hesaplanamaz. 


Halbuki fonksiyonları çok daha basit şekillere sokmak suretile, 
değerlerini küçük yaklaşıklıklarla bu ifadelerden hesaplamak mümkün- 
dür. Fonksiyonların seriye açılımı bu yollardan bir tanesidir. Bu saye- 
de sinz,cosr ,tgx i veren trigonometrik oran tabloları gibi birçok 
tabloların meydana getirilmesi mümkün olmuştur. 


Bir fonksiyon, bağımsız değişkenin yakınsaklık aralığındaki de- 
gerleri ıçin, bir kuvvet serisi ile gösterilebilir. Bağımsız değişkenin ve- 
rilen bir değeri için, fonksiyonun yaklaşık bir değeri, serinin baştan 
az sayıda terimlerini kullanarak hesaplanabilir. 
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Fonksiyonların seriye açılımları Maclaurin ve Taylor serileri adı 
ile anılan iki tür seri yardımiyle yapılır. 


16.7 -1. Maclaurin serisi. 


Maclaurin XVII. yüzyılda yaşamış bir matematikçi olup, bir fonk- 
siyonun, bağımsız değişkenin artan kuvvetlerine göre düzenlenmiş bir 
tam çok terimli ile gösterilmesi fikrini ortaya atmıştır. 


Bu şekildeki bir ifadeden yapılacak hesaplama, hiç şüphesiz çok 
kolay olacaktır. Zira, &x in verilmiş bir değerinden fonksiyonun de- 
gerini hesaplamak için ax“ şeklindeki terimleri hesaplayıp toplamak 
gerekecektir ki bu da en basit bir hesaplama şeklidir. 


Bunun mümkün olabilmeşi için, çok terimlinin terimleri, mutlak 
değer bakımından, gittikçe küçülmeli ve toplamları sonsuz olmamalı ya- 
ni seri yakınsak olmalıdır. 


Maclaurin serisini elde etmek üzere f(x) fonksiyonunu 
Ka) za taxtamtamta*... (0) 


şeklinde ifade etmek isteyelim. Şimdi de bu açılımın mümkün olabil- 
mesi için G4, lerin neler olduğunu araştıralım. Bunun için de ifadenin 
kendisini ve türevlerini yazalım. 
İfa zataxtamtamtaşt.. 
fa) <a, tlaxt3amtdamt... 
P(0)-1.212.3ax1-3.d4a81*... 
(0) -1.2.3a,12.3.4ax 1... 
f(x) -1.2.3.4a,t... 


Şimdide « —0 için bu eşitliklerin alacağı şekilleri elde edelim. 
f(0) —a, 


f'(0) a, 
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f”(0) -1.2a, 
f"(0) 21.2.3a, 
pV(0) <1.2.3.4a, 


Bunlardan da a, katsayıları çözülürse 
a — f(0) 


ii, 1, 
EE KORE EK) 


1 » 1 ” 
e 


— 55 UL — > 


EN - fVÇ0) — vi #0) 


1 
— n — 2. fin) 
a > v5 2 İ0) > .ş f0) 


elde edilir. Bu değerleri (1) ifadesinde yerlerine koyarsak 
fa -f(0) 47 KOMA OK ATM... 


sonucuna varılır ki bu ifadeye f(x) in Maclaurin serisi denir. Bu ifa- 
deden kolayca görülebilir ki, f(x) fonksiyonunun Maclaurin serisine 
açılabilmesi için f(x) ve türevlerinin x <0 için tanımlı ve sürekli 
olması gerekir. 


Maclaurin serisi, f(X) i x in yakınsaklık aralığı içindeki değer- 
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leri için temsil etmekle beraber, bu seri, f(x) in & in sıfır civarındaki 
değerlerine karşılık olan değerlerinin hesabında, kullanılmalıdır. 


ÖRNEK 1. y— €* fonksiyonunu seriye açınız ve elde edilen ifa- 
dede x—1i yaparak e sayısını bulunuz. 


jo) ze (0) ze—iİ 
f0)ze f(0) -e—1 
j#n (x) — e f#9(0)-e9—1 
olarak 
z 2 a ” 
e liçi tk... 


bulunur. Bu seri x in her değeri için €* fonksiyonunu temsil eder. 
«—1 için 


bulunur. 


ÖRNEK 2. ysinzx fonksiyonunu seriye açınız. 


f(x) — sing f(0) -0 
f(0) —cosx #0 —1 
(a) — —sin& f(0) <0 
İ”(a) - —cosx f”(0) ——1 

f“(a) z sing jV(0) -0 


olarak 


Maclaurin serisi 39 


( ei yy" göni ii 


(2n— 1)! 


bulunur. Bu seri x in her değeri için sinx i temsil eder. 


ÖRNEK 3. y—cosx i seriye açınız. 


f(x) —cosr f(0) -1 

j'(2) — —sin& f(0) z0 
İ"(x) — —cosa jf"(0) -—i 

f”(x) —sin& j“(0) -0 

İV(x) <cosaw fV(0) —1 

olarak 
— 2 1 (iy g2 
cos&—İ—ytu—...t —agyi Es 


bulunur. Bu seri & in her değeri için cos& i temsil eder. 


ÖRNEK 4. ysinix i seriye açınız. 


f(x) — sine j(0) <0 

f (a) —2sinxcose—sin2de f'(0) <0 
İ"(x) —2c0s2x #”(0) —2 
f#”(x) ——4sin2e f"(0) -0 
PV(x) —8cos2z pV(0) — —8 


olarak 
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o), 2 89 3259 1287 
SİNİZ zy tg — gi 


bulunur, 


ÖRNEK 5. y-— Arcsinz fonksiyonunu seriye açınız. 


f(x) — Arcsinz f(0) 0 
fasa fos1 
fo) zza- e) f”(0)—0 


(9) -(1— 22)-32 -3a2(1 — a7)-52 f7(0)—1 


olarak 


r 7 
3 2.4.5 


Arcsini—a * > 


bulunur. 


ÖRNEK 6. fe) —vVikx yi seriye açınız. 


fayı (kayin f(0) —-1 
f(0)s5x(141')12 f (0) —0 
f“(0) (14 2)712 —-22(1 4 232 f“(00) <1 
f”(0)— —32(14 2) 32 4379(1 4 22) 52 f(0)-0 


PV (0) —3(1472) 92418 22(14-22)-52—150(14-)—72 fV(0)——3 


olarak 
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Rİ r? ı x* 1 1 31 
ae Bem elalem e e 
vi ra —14 3 5 g' 


bulunur. Bu seride 2 yerine —x koyarsak 


elde edilir. 


İx|<1 halinde, bu serilerdeki 2x lü terimden itibaren olan te- 


rimler atılarak yVvi*ax ve »V1—a: için şu yaklaşık formüller 
bulunur. 


e, 2 2 
Vi FisişE Vi li 1— 2. 
Bunlar yardımiyle 
Mei YELE EYE NED 2 
V101-yV14 (012 —14 < — 1,005 
le ran EE ARAN Pek 2 
VöE- Vİ <1 Si — 0,995 
bulunur. 
ÖRNEK 7. yz TR yi seriye açınız. 
fj(0)s(142)12 f (0) —1 
fa) -—x(1 4 37 f(0—0 
Ma) -—-(A 432 $ 3a2(1 4 giy 82 #(0)--1 
j”(0)-9x(142)52—50)(14-27)-72 f7(0)-0 


. ... |... ... ... .. a a s.s 


olarak 
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1 a İl a,1.38 , 1.8.5 
re aaa 2.4 Li 
bulunur. Bu ifadede & yerine —x konursa 
1 1.3 1.3.5 
— —- pp gt g6 
Eİ lt alez işi... 
elde edilir. 
|İzJl<i halinde, bunlardan 
1 ai 1 > 
—— — sel— — m 1 * ei 
Vi iz 2 Vi— e 2 


yaklaşık formülleri elde edilir. 


16.7 -2. Binom formülü. 


(4-4 b)P veya (a— b)m in açılımını veren formülü bulmak is- 
teyelim. Burada m i pozitif, negatif, tam veya kesirli bir sayı olarak 
kabul ediyoruz. Bunu elde etmek üzere y<(a*2x)” fonksiyonunu 
Maclaurin serisine açalım. 


fa)—(atap” f(0) zar 


f(x) —m(a4 ax)! f(0) z<mam- 


li 


f” (2) —m(m— 1) (a* g)m-2 f (O) —m(m—1) ami 
(0) <m(m—1) (m—2) (atay 


f"(O) — mm — 1) (m—2)am-3 


olarak 
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a kayzanş gigi yer 
1! 2! 
min-bin-32 > Lami e AN 


bulunur. Bu açılımda x —b yapılırsa Newton'un Binom formülü elde 
edilir, Buna göre 


aşar Tariş Daniy | 
mayayı. 


elde edilir. 


(G4—b)m i elde etmek için yukarıdaki formülde işaretleri alter- 
natif olarak 4 ve — yapmak gerekir. 


m tam ve pozitif olursa açılımda m-1 terim bulunur. Diğer 
hallerde açılımda sonsuz terim bulunur. 


Açılımın herhangibir r numaralı terimi 


m(m—1)(m—2)....(m—r-42) 


— —— çiğ — gerili pr-i 
dir. 
ÖRNEK 1. vV1il*#& i seriye açınız. 
Viz z(d4)j2 
olarak binom açılımını uygularsak 
Vi k—1 la * ör (5 - Yes 


I Z i 
Vki—14 5g tig“ 


ve & yerine —X koyarak 


44 Seriler 


bulunur. 
Örneğin, 
VS - VAZO 1 - giç “gm ipin 
m i1— 0,05 — 0,00125 — 0,00006 
ew 1— 0,05131 ce 0,94869 


dir. Bu sonucun dört ondalığı doğrudur. 


16.7 -3. Taylor serisi, 


f(x) fonksiyonunu x—a nın artan kuvvetlerine göre düzenlen- 
miş bir kuvvet serisi ile göstermek isteyelim. 


fo) <b tb(2—a) tb,(24—a)*1b,(2—a)9tb,(2—a)*... 


olsun. Şimdi bu eşitliğin doğru olabilmesi için b; katsayılarının neler 
olması gerektiğini araştıralım. Bunun için de yukarıdaki eşitliğin her 
iki tarafının türevlerini eşitleyelim. Buna göre 
fo) zi tb(e—a)tb(—aytb(e—a)tb(2—a)'*... 

f(0) -b,12b(2—a) 3b,(—a)s4b(2—a)94... 

(0) 21.21, 12.3b,(7—a) 3. 40,(2—ay rt... 

(2) 21.2.3b,12.3.4b,(2—a) *... 

pV(0) 21.2.3.4b,*... 


ve bunlarda x —a yapılırsa 


f (a) — bo b —f(a) 


fab b — 1 fa) 


#(0)-1.2b3 15 5rf"la) 
j” (a) zi.2.3 b: ba Ef (a) 
#V(a)-1.2.3.4b, ÜRE EMO) 
jM(a)-1.2.3.4..nb, b fa) 


elde edilir. Bunları f(x) ifadesinde yerlerine koyarsak 


Ha)—f(0) 4” fay e Ma). KE elk... 


bulunur ki bu seriye de f(x) 


in x-—a nm kuvvetlerine göre düzen- 
lenmiş Taylor serisi denir. 


İ(&) o fonksiyonunun böyle bir Taylor gerisine açılabilmesi için 
f(x) ve türevlerinin x —a için'tanımlı ve sürekli olması gerekmek- 
tedir. 


Taylor serisi, f(X) i, x in yakınsaklık aralığındaki değerleri için 
temsil eder 


Zorunlu olmamakla beraber Taylor serisi f(x) in x in a civa- 
rındaki değerlerine karşılık olan değerlerinin hesabında kullanılmalıdır 


Yukarıda elde edilen Taylor serisinde x -b yapılırsa: 
” b 
(0) f()4 27“ Ti S0 (ay ş 2 2; (a) *. ŞE gla ki... 


ve bu seride b-a*h yapılırsa: 
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2 
fakmfat ifa İrt... 4 > 


aI f(a)*... 


elde edilir. 


ÖRNEK 1. y—logx fonksiyonunu x—i1 in artan kuvvetleri- 
ne göre seriye açınız. 


j(o)—logz f(0)—0 
O (01 
(0) 2—x- ”Md—-—1 
j” (2) — 2x j” 0 — 2 
pV (x) — — 6x jV 0) — — 6 


olarak 
Mi (x — 1” ( — 1iP (£ — 1M 
log x—(< ep o e e m 


bulunur. 


ÖRNEK 2. e fonksiyonunu 


4—2 nin artan kuvvetlerine göre 
seriye açınız. 


(0) —e (0) —e 
.f'(0) —e* f(0) ze 
olarak 
— zi 2 e 3 
s-elis e 
bulunuz. 


ÖRNEK 3. 8in60' — v olarak bilindiğine göre sin6l' yi he- 


saplayınız. 


f (a) — sin 609 — v 


a—600— radyan 


3 
ve 
İd sine 
# (0) —cosz 
f#“(0)——sinx 
f“(0)-—cosa 
olarak 


sin 610 —f(a th) — fa) 4 


v8. 


m 0,866 4 sap 05 —| 


— 0,8746 


bulunur. 


rx İi | 
3 t180 2 tgl 


Taylor serisi 
, j(a-h)—sin 619 
r. 
N -j9——— 
; h—1 180 radyan 


f (a) — sin 600 — v3 


2 
# (a) — cos 609 — > 
(a) — — sin 609 — — v 
İİ” (a) — — cos 609 — — > 
f (a) şk nf (a) *. 


EE EEE 


30) 0,866. (is) , 0 
6 


2 


ÖRNEK 4. 1,2 yi hesaplayınız. 


f (0) 
olarak 
fag- Yı 1 


olur. Bunlara göre 


— Va — gis 


VIZ 


f(a-h— 


47 
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joy saB f (a) — 
MORE ro -5 
” 2 — 5/3 ” — 2 
0d 5—ç f“(0-— 
uv? . 10 — 8/3 1d ,, J0 
olup 
3. 22. z (0,2)? (2) (0,23. 10 
VIZ 145 4 ot Ğİ 
A Ode 00 El ez 
bulunur. 


16.7 -4. Maclaurin ve Taylor serileri ile Maclaurin ve Taylor 
formüllerinin karşılaştırılması. 


Birinci kitap 13.3 de çıkarmış olduğumuz Taylor ve Maclaurin for- 
müllerini hatırlayalım. 


(0) 


lm 


(©—a)” 


A Şe (aş EE şe (a 


h , NR ., hs 1 
etmeleiyreryres tari ) (a)* 


X (9 (a 4 0h) 
şeklindeki Taylor formülleri ile 


ONURE ONE — (0) Kk... yi f-D (0). 


Zf (e) 


şeklinde Maclaurin formülü cide edilmişti. Bu formülleri 
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fa) e 
fa-h)—j(a) tr nr (GP az ii Ma) İZ pe (a) 4 ... 

şeklinde Taylor serileri ve 

f(0)-f(0) ii İ (0) 4 E 5T öp 0 -... Tin Ni fe (0) fe (0) *.. 


şeklindeki Maclaurin serisi ile karşılaştırırsak bunların ilk n terim- 
lerinin birbirinin aynı olduğu ve serilerdeki n. terimden sonraki terim- 
lerin yerine, formüllerde birer tamamlayıcı terimin gelmiş olduğu gö- 
rülür, O halde, serilerin 7. terimden sonraki terimlerinin toplamlarının 


limiti bu tamamlayıcı terime eşit olmalıdır. Bu tamamlayıcı terimler 
Taylor formülü için 


Ra 75 (9 (0) <7 fe (a 4 6m) 


ve Maclaurin formülü için 


— Tl) İf a) 


şeklinde olup bunlara ”x terimden sonraki kalan adı verildiği 13.3 de 
görülmüştü. 


Bu formüller yardımiyle f(x) in değerinin hesabında ilk n te- 
rim alınmak suretile hesap yapılırsa hata RK, e eşit olacaktır. Bu teri- 
min gerçek değerinin bulunması mümkün olamıyacağına göre hatanın 
mertebesini belirtmek üzere R, in kimden küçük kaldığı araştırılır. & 
ile a-h aralığında f”(x) i en büyük kılan xw değeri # ise 
'Taylor formülü için 


Rs al 


ve Maclaurin formülü için 


Yüxsek Matematik Ji 
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IR.İS 


, ag" 
j9 (©) 


dir. Bunlara göre, & in verilmiş bir değeri için f(x) fonksiyonunun 
değerini istenen bir yaklaşıklıkla hesaplamak mümkündür. 


Bunlar için 13.3 de örnekler verilmişti. Şimdi de iki örnek ele ala- 
lim. 
ÖRNEK 1. e'9İün hesabında 5 terim alınırsa hata ne olur? 
R, İM) — 095 ;  0<0<1 


clup n—5 için 


2) 
($ İş e9/3 
e 3 


5 29169 
el 3 31/3 


Rs< 55160 < Ez 20160 < 0,00005 


its — 


olur. Buna göre bulunan sonucun dört ondalığı doğru olacaktır. 


ÖRNEK 2. Hata 0,0001 den küçük olmak şartiyle hangi aralıkta 
sinx yerine & alınabilir? 


a 
SİNE aş bh... 


sinz — a “7 


ve 


jf”"(x) 2—cos09 ; f”(x) — —cosge 
olarak. 


IR) — 


3 
z f”) | — sr cos Öz) 


dir. cos8x in en büyük değeri 1 olup 


IR|< El < 0,0001 
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x< 0,0006 ; x< yV0,0006 


x < 0,0843 radyan veya xa <£50 
bulunur. 


16.8 Serilerle işlemler. 


16.8 -1, Serilerin toplanması. 


İki kuvvet serisini terim terim toplamak suretile yeni bir kuvvet 
serisi elde edilebilir. Elde edilen seri, verilen serilerin ortak yakınsak- 
lık aralığını, yakınsaklık aralığı olarak kabul eder 


Örneğin 
İa)satastami..taat.. 
g(a) — b, - bıx — bır? * ... Tr b, r ... 


serileri verilmiş olsun. Bu serileri toplarsak, f(x) - g(1) i temsil eden 


fe) - g(a)—(aa* bo) k(a kb)z-4(atb)jal..--(a,tb)e's.., 


serisi elde edilir. Bu serinin yakınsaklık aralığı, toplanan serilerin or- 
tak yakınsaklık aralığıdır. 


N v » 2 
ÖRNEK i. 7—- iz — gt: 

x » 2 
MİLİ... 


serilerinin toplamı olan seriyi ve yakınsaklık aralığını bulunuz. 
Toplam olan seri 
3 5 
2 tt.) 


dir. Toplanan serilerden birincisinin yakınsaklık aralığı —1 << #1 
ve.ikincisininki —iI<x<1 olup toplam olarak elde edilen serinin 
yakınsaklık aralığı —1<w< 41 dir, 


ÖRNEK 2. > (© — e-*) fonksiyonunu seriye açınız. 
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2 3 
esli tart... 
-x z | e 
€ —i—ip tap gt... 
olup 
5 > ,a 
> (€—e sette t . 
dir. 


16.8 -2. Serilerin çarpılması. 


İki kuvvet serisi çarpılmak suretile yeni bir kuvvet serisi elde edi- 
lebilir. Elde edilen serinin yakınsaklık aralığı, çarpılan serilerin or- 
tak yakınsaklık aralığıdır. 


Örneğin 
fo) zataxtamltı..tagr... 
go) —b tbatba-..tbartk.. 


serileri çarpılarak 


f(e)g(ı)—a,b,* (Gobı--aıb)z*(aobı4aıb,*-ab)att... | 


serisi elde edilir. Bu seri, çarpılan serilerin ortak yakınsaklık aralığı 
içinde f(2) .g(&) fonksiyonunu temsil eder. Serinin genel terimi 


(Agdn * Gb. —1 * '... t Anıbı * Gnbo) a” 


dir, 
j il iş. 2. )p3 
ÖRNEK 1. Tiz 71 ka—4*... 
1 24. 03 
—— 21101110 $... 
1—25 
pa 
1 
serilerinin çarpılması suretile i-r yi temsil eden 


i 
1-23 


-14(C14Y9e4(41—141)024( 141-141)... 


igalitati... 
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serisi elde edilir. Bu serinin yakınsaklık aralığı verilen serilerin ortak 
yakınsaklık aralığı olan —i<&x< *“ aralığıdır. 


ÖRNEK 2. & cosx fonksiyonunu, serilerin çarpımından fayda- 
lanarak, seriye açınız. 


MN op r 2 pr 
esliziztie tmm? 
r gi z$ 

cosazi —;z *2 7501: 
£ ” xi 7“ 

katl ita tımşt7a01t“ 
7? 2” 2 z 


g1 gi x5 
Taa tg tit“ 
x 
720 ... 
a5 gt zi 6 
1155 S5 73gt0.5 .. 
olarak 
x Ni » - e 
e cosz—1l4a—— — et... 
elde edilir 


16.8 - 3. Serilerin bölünmesi. 


Bir kuvvet serisi diğer bir kuvvet serisine bölünmek suretile yeni 
bir seri elde edilebilir. 
Örneğin 
Ka) za taz*samtası. 
g(a) — be * bır * bar * bır tk... 
ise 
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f (rn) — UZ) Ğı ba — &ş bi 
gü) İt, yy ak. 


dir. Elde edilen serinin yakınsaklık aralığı, ekseriya verilen serilerin 
ortak yakınsaklık aralığından daha küçüktür. 


ÖRNEK 1. f(x) —tgx i, serilerin bölünmesinden faydalanarak, 
seriye açınız. 


g3 gö 
sini >—3y 5ı © 
İBS az > e aw 
1—> *— — 
2! 4! 
olup sing serisi cosx serisine bölünürse 
7 gö 2? zt 
— tşağ ee 1— > taş 
0 gö m 2 
— tag Mb ip tb... 
03 zi 
İz — ag te 
© gö 
3 6 
2x 
tp te. 
ve 
wi 2x 
Bite irt... 


elde edilir. 


ÖRNEK 2. &cosec&x fonksiyonunu 2 lü terime kadar, seriye 
açınız. 
2 


x? cosecİx < ——; 
sin?x 
yazılabilir. Diğer taraftan 
3 a 
sina —g— ET * gri 


olup 
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3 5 2 
, x z 
sin? — fa —- * .. ) 


6 ' 120 
4 
spf 2 iye 
-1—73 * (aze tag) Te 
1 2 
— mİ... pi “m6 
Xx 3” Tag“ b... 
ve 
»? 7? . i 
NN WE 
2 2. İİ 4, “ 6 İm.“ şi 
sin& © ELİT Fk... i “tag” Fu. 
olup bölme işlemi yapılırsa 
esed 14 pa ly .. 
â 15 * 


elde edilir. 


16.8 - 4. Serilerin türetilmesi. 


İ(&) fonksiyonunu temsil eden bir seri, terim terim türetilmek 
suretile, f(x) in türevi olan f(x) fonksiyonunu, verilen serinin ya- 
kınsaklık aralığında temsil eden bir seri elde edilir, Örneğin 

faj —atastam.. taat... 
serisi f(x) i —r<x<*r aralığında temsil ediyorsa 
(e) za *2ax43a*.. naat... i 
serisi de /f'(x) türev fonksiyonunu —r<x< tr aralığında temsil 
eder. 


Ancak, bazen f(x) i temsil eden seri yakınsaklık aralığının sınır 
noktalarında yakınsak olduğu halde, /'(x) i temsil eden seri bu sınır 
noktalarının birinde veya her ikisinde ıraksak olabilir. Bu bakımdan, 
her sefer /'(x) serisinin, f(x) serisinin yakınsaklık aralığının sınır 
noktalarında yakınsak veya ıraksak olduğu ayrıca araştırılmalıdır. 


Örneğin 


2 


aysıka a 
— . 2 3 2... Nn ,*. 


serisi —1i<&<1 için yakınsak olduğu halde 
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fo) latte. tarik... 


serisi  — —İ için yakınsak değildir. 


ÖRNEK 1. 


1 po, 2 Li 
1i—z zişs:12 beta Pes 


olup her iki taraf türetilirse 

1 — .Kp2 n-İ 

Ü- aj —lt2otdet... snr... 
serisi elde edilir. 


5 
ÖRNEK 2. sin—- e. * —.... 


serisinden, türetme yolu ile cosxw serisini bulunuz. 


, e g3 a5 (<1) gnti 
siniz 3 İSTİ iyi ... 
olup 
. 30? | 5a* (— 1)'(2n <1) 2» 
.cosa zi 3! tr 5! —... İ (2n 1)! “a.” 
Ni , x* (— 1)9 e 
cosz —İ1—5 t di 7 tay Tee 
dir, 


ÖRNEK 3 Türetme yardımiyle 


—, ge 
bt * ... İçte. 


serisinin toplamını bulunuz. 
Serinin yakınsaklık aralığı —is<w<i1i olup 


. © ge 
İD akt t tee 


farzedelim. İfadenin her iki tarafının türevlerini eşitlersek 
fo) zleri. sarir... 


elde edilir ki bu da ortak çarpanı &x olan bir geometrik seridir. 
xl) <i olup 
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i—mr 
Miz 
ve 
1—2x 1 
lim$,<lim —- z 
nx © ne İ—I 1—z: 
dir, Buna göre 
f (05. — 


olup 


de 
fe (7; --eea-n4e 
dır. 0 için f(0) -0 olup 


0——logi*-C ; C-0 


olarak verilen serinin toplamı 


(0) > —log(1—o) 
dir, 


16.8 - 5. Serilerin integrasyonu. 


f(x) i-temsil eden bir serinin terim terim integrali alınarak, fe) 
in integrali olan fonksiyonu temsil eden bir seri elde edilir, 


- ÖRNEK 1. a nin serisinden faydalanarak Arctgx in seri- 
sini bulunuz. 
de 
| İri —C $ Arectg& 

ve 

Sİ miatpaatı , 

İka .. 
olup 


| alarım aş. )de 
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2 x5 gi 
Arctga—C*4.r Et ri tr.» 
bulunur. — 0 için Arctg0—0 olduğu gözönüne alınırsa C—0 ol- 
duğu kolayca görülür. Buna göre 
a gi gl 
Arctgr-x— > TE ii gt 


dir. 


16.8 - 6. Belirli integrallerin seriler yardımiyle hesabı: 


Integral hesabı sırasında, belirli integrallerin hesabı belirsiz integ- 
raller yardımiyle yapılmıştı. Eğer, integral işareti altındaki fonksiyo-. 
nun ilkel fonksiyonu elemanter bir fonksiyon değilse, bu yoldan sonu- 
ca gitmek mümkün olmaz. Bu hallerde, integral işareti altındaki fonk- 
siyonu kuvvet serisine açıp, elde edilen serinin terim terim integrali he- 
saplanmak suretile, verilen belirli integralin yaklaşık bir değeri buluna- 
bilir. 


Örneğin 


a 
| e-rde 
0 


integralini hesaplamak isteyelim. je dx belirsiz integralini eleman- 


ter fonksiyonlarla ifade edemiyeceğimizden, bu integrali e-* yi seri- 
ye açmak suretile hesaplamak gerekir. 


2 x 2x 


DEE va 
e Sl—iç tay rte. 
olup 
2 uş marie A ağ gi a 
IN We VE vu a | 
a a” a” 
men ği vi 


bulunur, İkinci taraftaki seri verilen integralin yaklaşık bir değerini ve- 
rir, 
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le 
ÖRNEK 1. | İ 2 öz integralini hesaplayınız. 
» © g 
se “BİS MTİ”, m # 
wi e —İ— Gg tiz pay te 
olup 
Isin Sg xi x“ 
Na pp N * 120 — söz # o) 
g5 gi 1 
- İz- *â00 © 35280 re) 
—1— 0,05556 4 0,00167 — 0,00003 
— 0,9461 
dır. 


1 
ÖRNEK 2. | e dg integralini 0,0001 yakınlıkla hesaplayınız. 


a? 2x 2 23 0 
e“-I—ırta—şta— rt 
olup 
İşe İrtem tar ante), 
alaya aşı ışı. 


3 10 42 216 1320 9360 


— 1—0,33333 4-0,10000—0,02380 4-0 ,00462—0,00075 4-0,00010—... 
— 0,7468 
dir. 


1 
ÖRNEK 3. | sinx?de integralini hesaplayınız. 
0 


3 5 
Z Z 
sini —X 31 İŞİ 
Ö 10 
x & 

2. m? .. 
SİN <& —ep tg 
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olup 
1 1 25 219 
; 2 — 2. — — 
| sin 7 öz - |, ( 31 T 51 ja 
7 7 gu 1 
“İzs-7zarti.si ” Ni 
1 1 1 
“3-737 tsi 
— 0,33333 — 0,02381 4 0,00076—... 
— 0,31028 
dir. 


16.8 - 7. Belirsiz şekillerin seriler yardımiyle hesabı. 


Belirsiz şekillerin hesabı, birçok hallerde seriler yardımiyle daha 
kolayca yapılabilir. Bunları da birkaç örnekle göstereceğiz. 


ÖRNEK 1, lim 2 hesaplayınız. 
A— 
r» 
sin & “git gi MENE NE 
e x > 3! 51 * 
olup 
sin ? a 
Lim slim (—sr ği —.. Js1 
dir. 
3/-—— 
ÖRNEK 2.lim vet 2i-8 limitini hesaplayınız. 
2-0 “Ye k16-2 
£ 
1458-1 
Ve 427-3 zl 7) 
Ya 16-2 o 2 
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i & 3 
ogitgezti$k..-1 
2 1 z z 
117.35 t60t...—1 
Ke ya ne ve 
.2 » 2 '... 
m7 2 1 
37 1 287 Kk... 33 -20e*... 
olup 
., ies 
lim Ve -27—3 —lim 21 > , 32 
x»0 İYak16-2 0 1 — 21 
X 35128171... 
dir. 


ÖRNEK 3, lim 14 2c0s*z — 3 Vcos2z Vcos 2 limitini hesaplayınız. 
xx»0 siniz 


1-42c0s9x—3Vc082z 


siniz 


2 
siniz 


—Senmes li 3 (8 lane. İlaf/i 2 ine 
.s2fa Zeit zi. 2) 1) sint | 3fı z sin 


1, 
“g .4sin xi ..) 


9 


> siniz * Şsinia k... 
— — tAsinz 1... 


sini 
olup 


lim 142c089x—3vVcos2x —lim (Çiremz 1.) 7 
x»0 sing 20 13 4 


dir. 
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16. BÖLÜME AİT PROBLEMLER. 


Aşağıdaki serilerin genel terimlerini yazınız. 


D lat Z.. Cevap. 5.5 

3) a Eğ Cevap. 2.575 

* Firtrtşte Cevap. 5.5 

9 epik tin tiişiyie tee Geven pişmiş 


Aşağıda genel terimleri verilmiş serilerin ilk 4 veya 5 terimini yazınız. 


3n—2 1 
6 a m — 
) Raj ai era TT 


(— Dı Ç * sin >) COSnT 
» Ür — —a r 9) NE mr Rİ 


n! 


Aşağıdaki serilerin karakterlerini mukayese kuralı ile belirtiniz. 


10) AAİ( Yİ (2Y. L(3Y'ş... Cevap. yakınsak 


5 2 <5 3 <5 5 
2 3 4 ri 
pp A. ... . k 
11) 3 * 5 t 7 t li mera Cevap. ıraksâa | 
12) alak e Cevap. ıraksak 
1 1 1 1 
3 — 4 e pk m... C . ksak 
13) Ti İzi tezi * *$ Tün ki evap. ı1raksa 
i i 1 
14) —— 1 — tt... ————— ik... Cevap. ıraksak 
.vi.2z v2.3 Vana £1) 
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4 3 n 
15) 242 Er EA Cevap, ıraksak 
2 3 R 
i 1 1 1 
16 ik Rp. e 
) 7 e tgrt GAL İ Cevap. yakınsak 
3/5 3 R 3/7 
1 v3 v3 Vn 
Ii) — Rİ Ek... —— hh... , 
2 - v3 tays * * AD VA t Cevap. yakınsak 


Aşağıdaki serilerin karakterlerini D'Alembert oran kuralı ile belirtiniz. 


1 3 5 2n—1 
18) VE İz yu Yü İber: Cevap yakınsak 
2 2.5 2.5 -2.5.8...(3n—1) 
19 — ka. pk. . , 
) i ti Sİ TİB dt EN er 9. (an 23) Cevap. yakınsak 


Aşağıdaki serilerin karakterlerini Cauchy kuralı ile belirtiniz 


20) a ye (2) yg (3) rn (2) iri Cevap. yakınsak 
21) > i GN ya (5) rr çim i Yari -.5. Cevap. yakınsak 


Aşağıdaki pozitif terimli serilerin karakterlerini belirtiniz. 


22) 14 e tp... Cevap. yakınsak 
DİNEN ni 
23) 4 lp l5ş  l ş,, Cevap. yakınsak 
3815 GRİP Zİ 
1 1 1 1 
a kp, e... Cevap. kınsak 
20 pişşiyaşteta gani p. ya 
3? , 5 a. , tl 5... Ceva akınsak 
DD yitimi m iin iyi | cevap. Y 


26) - * (2) ? * (5) : hi. ĞG721) e... Cevap. ıraksak 


31) 


32) 


33) 


34) 


35) 


36) 


38) 


lala a... 
sertmtaiıte İşlt. 
GR e , Ri 
Mezit; Ste tı 357 


1 ni 
Di OE a 
nsl 
a 1 
logn 
nz 
© 1 . 
nlogn 
nz 
© 
> n login 
n—2 
© 


Cevap. 
Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap, 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


yakınsak 
ıraksak 


ıraksak 


yakınsak 


yakınsak 


ıraksak 


yakınsak 


yakınsak 


ıraksak 


ıraksak 


yakınsak 


yakınsak 


39) 


40). 


© O 
41) D3 (1—cos —) 


n—l 
© ! 
» YE 
nl 
© gn pl 
» 7 
n—İi 
© 
ga yp. 
» Li 


© en! 
4) > 


Problemler 65 


Cevap. ıraksak 


Cevap. yakınsak 


Cevap. yakınsak 


Cevap. yakınsak 


Cevap. yakınsak 


Cevap. O ıraksak 


Cevap. o ıraksak 


Aşağıdaki alternatif serilerin ıraksak, mutlak yakınsak veya şarta bağlı ya- 


kınsak olduklarını belirtiniz. 
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Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


şarta bağlı yakınsak 


şarta bağlı yakınsak 


mutlak yakınsak 


Cevap. ıraksak 


F.5 
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50) 


5) 


52) 


53) 


54) 


55) 


56) 


3 5 7 , —, 2n41l 
2 4 e (iye İİ 
1.2 2.3 3,4 ui ) n(a-;l) 
Cevap. şarta bağlı yakınsak 
2 3 4 nİi1 


t$.t(—İ)e İon 


2v2 —1 3V3 —1 aya—ı Dn r1i—i 


Cevap. şarta bağlı yakınsak 


Cevap. mutlak yakınsak 


—, 3.5.7... (2n #1) 


ek DR a ) 


$u. 


Cevap. mutlak yakınsak 


sina , sin2& . sinne 
log 10 (loglo* '* idoglop 


*... Cevap. mutlak yakınsak 


Loj 


3 — ye DE Cevap. şarta bağlı yakınsak 
al 
Mi 1 
X (— Dr”! tg ——— Cevap. mutlak yakınsak 
1 nWn ” 
nz 


Aşağıdaki serilerin yakınsak olduklarını gösterimiz ve toplamlarını hesapla- 


yınız. 


57) 


58) 


59 


5 5 . 35 
Sp be İşm Yes Cevap. S— & 
Rİ... Cevap, $- 2. 
v2 v2» yz —1 
© 
——* 
» (0-1)! 
n—1l 
yol gösterme: — İİ — 1. 1. olduğunu gözönüne alınız. 
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© 


1 
wn  Ş Çi EN) 


n— 


yol gösterme: -— | ——i/ !I o 1 olduğunu göz- 
(O2n— 1)(2n*1) 2 önüne alınız. 


© 
0n— 1) 
» Y &zB 
nzl 


yol gösterme: 


önüne alınız. 


&—i)! 1 (0 — DI! n! olduğunu göz- 
n*p! pp İa—itpl (np)! 


62) İlk n teriminin toplamı S.— bi olan seriyi belirtiniz ve seri 
Mİ 


yakınsak ise toplamını bulunuz. 


Çözüm. U, —S,—S, 1 yane —ı— Sa 
© . 
olup seri Dy A dir. Yakınsak olan bu serinin toplamı 
n zil 
N NR 1 
SelinSelim şi” 
dir, 


2 
63) İlk n teriminin toplamı Sı a p Olan seriyi belirtiniz ve seri 
pe 


yakınsak ise toplamını bulunuz. 


© 


2n—1 
Cevap. İÜ yermiş ve 5-1 


n— 


Aşağıdaki serilerin toplamlarını cevaplarda gösterilen ondalığa kadar hesap- 
Jayiniz. 


64) Ip ia—.$ GC. Cevap. 0,800 


Zi 24-1) 
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Cevap. 0,969 


gi En — iy 
NN ON —i 
1—.— per meva ... — ... Ni ; 
66) alg teta Cevap. 0,368 
— iy 
67 ÖrrDi Cevap. 0,84147 
n-—0 
— yya-ıy? 
68) » ii — , Cevap. 0,009609 
nz 
—Da(a*i 
6) » (a a , Cevap. 0,0285 
nz 
a 1 
70) » (2n)1 Cevap. 1,5431 
nz 
1 2. 3 NR 
MM pipi tertgte. Cevap.. 0,3125 
a şi çi ılı... 1 


1.2 2.3 10 3.4 10 © Sİ zamiri * 
Cevap. 0,5176 


Aşağıdaki kuvvet serilerinin yakınsaklık aralıklarını bulunuz. 
a 1 
73) » — Cevap. a>1 


w . 
y sin (2n—i)x 


74) On—iy - Cevap. — wo <lx<$© 


n— 


co 
75) 3 2 sin ze 
n—0 Cevap. —wo<x<$© 


76) 


7D 


78) 


79) 


80) 


81) 


82) 


83) 


84) 


85) 


86) 


n! 
LU 
n—l 
© 
x 
» n.2 
nl 
© 
zil 
2n-—1 
ıl 
ha — 0-1 x2 
y) R 
n— 
© 
a 
2 
n— 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 
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daima ıraksak 


—25x<2 


—i<ı<ıi 


—i<xsl 


—o<x<t0 


—i<x<$4 


—e<x<8 


—35x<3 


2<x58 


—2<x<4 


69 


70 Seriler 


(e — 2) 
80 2 ön DE Cevap. 0sx<4 
nz 
e nl 3) 
80) Di an Cevap. —e-3<x <e—3 
ni 
ç VA 
89 » Cu — (—2)1 Cevap. 1<xs5—3 
azl ” 
(3n—2Xx —3)2 
90) D3 m * DE ger Cevap. 1 8x<5 
nın 


91) f(x) < a* fonksiyonunu seriye açınız ve yakınsaklık aralığını bulunuz. 


© 
Cevap. &—1-4 3 doga”. ;ç —el<x< ke 


rn! 
nil 


92) f(r) sinir O fonksiyonunu seriye açınız ve yakınsaklık aralığını bulu- 
nuz. 


Sini 20 2 2. çıyan izi 
Cevap. sinix 31 Tİ * o .—I) üni e 


—olx< ra 


93) f(x) -2x6-> fonksiyonunu seriye açınız ve yakınsaklık aralığını bu- 
lunuz, 


© 
— 1)a-9 9n-1 n 
Cevap. x ex» Ş SE , —o<x< te 


nz 


94) f()zsin3x-xcos3x fonksiyonunu seriye açınız ve yakınsaklık 


aralığını bulunuz. 


(n 4 2) 3in, ş2nti 


© 
Cevap. sin İx $ x cos3x—2 b Gi Örenli 


n-—0 


——<x< İla 
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956) f(x) zsinixcos'ix fonksiyonunu seriye açınız ve yakınsaklık aralığını 
bulunuz. 


Wei 
21n—3 çan 
Cevap. » (yeti — | — o TCx< bo 


nzi 


96) f((0)—(I$x) 6-* fonksiyonunu seriye açınız ve yakınsaklık aralığı- 
nı bulunuz. 


© 
Cevap. (ix) e*—1 3 (— ei 


nz2 


n— 


(e << it ©) 


n 


97) $(x) -(14e)! fonksiyonunu seriye açınız ve yakınsaklık aralığını 
bulunuz, 


a 


nr! 


© 
Cevap. (14 e')—8 4-3 » 


n—il 


mp el<x< 10) 


98) f(x) —ch3x fonksiyonunu seriye açınız ve yakınsaklık aralığını bulunuz. 


( * 321-1) xi3 


e. 3 
Cevap.chx—1- yı Gi ; İz < © 


D418 


99) f(x) —log(ı1-4-3aı 42) fonksiyonunu seriye açınız ve yakiınşaklık ara- 
Yığını bulunuz. 


© 
Cevap. log (a3 $ 3x $ 2) —log24 Y, (—1)*-1(1 42-7. 


nzâ 


—1<xs5t1) 


100) | ” un > dx fonksiyonunu seriye açınız ve yakınsaklık aralığını bulunuz. 
0 


> xinti 
Cevap. » —ip On ti)EnLDT ; —ol<x< 10) 
n—0 


72 Seriler 


101) f(o)—thx fonksiyonunun serisinin sıfır olmayan ilk üç terimini bus 
lunuz, 


3 Ss 
Cevap. thr—x— > 2x. 


102) f(x) -<e“*# fonksiyonunun serisinin sıfır olmayan ilk üç terimini 
bulunuz. 


2 4 Ni 
C , gız: (—E E.—.). 
evap € 5 İt ö 

103) e'sin x fonksiyonunun serisinin sıfır olmayan ilk üç terimini bulunuz. 

Cevap. katili, 
104) 1 fonksiyonunu x — 1 in kuvvetlerine göre seriye açınız, 

x 

© 
Cevap. 3 — Dr G—i)3 
nz0 

105) 


e* fonksiyonunu x 2 nin kuvvetlerine göre seriye açınız. 


© 
Cevap. 6? is yı si) 


rn! 
nl 


106) cosx fonksiyonunu —7 nin kuvvetlerine göre seriye açınız. 


2 3 gi 
C ! e 1 
evap. İR|< 5 < m) 


108) e&os18' yi 0,001 yakınlıkla hesaplıyabilmek için 


2 
—ı1..X 
Cosx—İi gr 1 


serisinde kaç terim alınmalıdır? 


Cevap. iki terim. 
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109) siniğ!* yi 0,0001 yakınlıkla hesaplıyabilmek için 


. a3 
sin x 2 x——- İk... 


31 
serisinde Kaç terim alınmalıdır? 


Cevap. iki terim. 


x x x 
110) &©—lt.- kz. 4... serisinden e 
bilmek için kaç terim almalıdır? 


Cevap. 8 terim. 


111) VT yi 0,01 yakınlıkla hesaplayınız. 


yi 


0,0001 yakınlıkla hesaplıya- 


Cevap. f(x) v 8-x den faydalan. yı 1,93 


112) Şi9u 0,001 yakınlıkla hesaplayınız. 


Cevap. 2,087 


0,5 
113) | 0 2 Âx integralini 0,0001 yakınlıkla hesaplayınız. 


1 
114) | e”” dx integralini 0,0001 yakınlıkla hesaplayınız. 
0 


Cevap. 0,1468 


l . 
115) | VE dx integralini 0,001 yakınlıkla hesaplayınız. 


x 
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116) 


117) 


118) 


119) 


120) 


121) 


122) 


123) 


124) 


125) 


Jim 


Cevap. 0,621 


1/9 


Vxe dx integralini 0,001 yakınlıkla hesaplayınız. 


0 


Cevap. 0,026 


9 —sin9 
0-0 " 


shx — sin x 


lim 
xi 


x-0 


, . chx—cosx 
lim-————— 


2 
x-x0 x 


x—iİgx 
x0X(1—co0sx) 


ji 

x>0 © 
lim tg2x—2sinx 
xx» x 


lim 
x-0 


m2t18x— sin 2x. 


e-'-cosx-*-sinx—2 
x sini x 


Cevap. ç 
Cevap, > 
Cevap. — 
Cevap. 1 
Cevap. 1 
Cevap. —5 
Cevap. 2 
Cevap. 3 
Cevap. — > 


17. BÖLÜM 


FOURİER SERİLERİ 


17.1. Tanım. 


7 
> ta,cosa-bısines4acos2x4b.sin2e4*... 


şeklindeki bir seriye irigonometrik seri denir. Bu seri daha kısa olarak 


© 
do 
gt » (a,cosnz - b.sinna) 0 
n—i 
şeklinde gösterilebilir. &4&e &, ve b, ler trigonometrik serinin katsa- 
yılarıdır. (n—İ,2,3,...) 


(1) serisi yakınsak ise toplamı, 2. peryodlu bir f(x) fonksiyo- 
nudur. Çünkü sinnz,cosnx fonksiyonları Zr. peryodlu peryodik 
fonksiyonlardır. O halde f(x) fonksiyonu 


j(0) — f(x * Zr) 
olacak şekilde bir fonksiyondur. 


Şimdi biz, verilen 2x peryodlu bir f(x) fonksiyonunun, yakınsak 
bir trigonometrik seri ile temsil edilebilmesinin hangi şartlarla müm- 
kün olabileceğini araştıracağız. Bu araştırma bu bahsin konusu ola- 
caktır, 
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171-1. Serinin katsayılarının belirtilmesi. 


2r peryodlu /(&) fonksiyonunun, (—rx, *7x) aralığında yakın- 
sak bir trigonometrik seri ile temsil edilmiş olduğunu farzedelim. .Yani 


fa) > * X Ca,cosna * b.sinna) (2) 


nzil 
olduğunu kabul ediyoruz. 


Birinci taraftaki fonksiyonun integralinin, (2) serisinin terimle- 
rinin integrallerinin toplamına eşit olduğunu farzediyoruz. 


İlk olarak a, 1 hesaplamak üzere (2) ifadesinin her iki tarafının 


—x den *x ye kadar terim terim integrallerini hesaplıyalım. Bu 
takdirde 


© / 

TR ttğda— MA ai On e eN * “sin nar dx 
2 

— — r 1 — 


— K 


elde edilir. İkinci taraftaki herbir integrali hesaplarsak : 


ll. de — T Aş 


— x2 
4 sinng | 
| cosnxdı -)——— —0 
— —E 
iz. cosn& tx 
| sinnrdı— | — —— —-0 
— x rn ix 


elde edilir. Buna göre 


İ(o)da —ra 
— R 


| mx İİ femdz | 6) 


ve buradan da 
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bulunur. 


Diğer katsayıları hesaplıyabilmek için evvelâ aşağıdaki yardımcı 
integralleri hatırlayalım, n ve k tam sayılar olarak: 


nk ise 


. 
; 


e Fr ya 
cosnx coskada—0 ; cos nz sinkzdx—0 
— K — K 


ha... p 
sinnz sinkxd: <0 
— RK 

ve nk ise 


-rR . -r. e 
cosikrdızr ; sinkacoskıdı—0; sin kadar 
— R — R 


K — KR 


” 


âir. Bunlar yardımiyle (2) serisinin a,,b, katsayıları hesaplanabilir. 
kx0 olarak a, yi hesaplamak için, (2) eşitliğinin her iki tara- 
fını terim terim cosk&x ile çarpalım. Böylelikle 


ww 


a 
İl) coska — ZN coskı * 3 (a,cosnxcoska *b,sınnacoskr) 
n—zil 


elde edilir. Eşitliğin her iki tarafının —x den *x ye kadar integ- 
ralini hesaplıyalım : 


| İla) coskadı — yi m 


r 2 Jr 


co LR 
-* » G | ” “208 nxecoskzadı * b. | “sin nr coskx öz) 
—ı — r 


— R 


İkinci taraftaki terimlerden a, katsayılı olanı hariç hepsi, yuka- 
rıda hatırlattığımız yardımcı integrallere göre, sıfır olacağından 


pi” — 


rx ini 
| İ(a) coskada — «| cos'kada—ra; 


ve buradan da 


a > 7 İN i f()coskaxdı (4) 
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elde edilir. 


b, katsayılarını belirtmek için de (2) eşitliğinin her iki tarafını 
sinkx le çarpalım ve herbir terimin — x den *x ye kadar integ- 
rallerini hesaplıyalım. Bu takdirde 


n ve 
| a) sin kg öz- 2. | "sinkadz * 
— r —r i 


w 


— * Fr 

uu 3 G | < cos nxsinkedı *b. | sin nr sin kg öz) 

—1ı — K — R : 

elde edilir. Buradan da ikinci taraftaki terimlerden b, katsayılı olanı 


hariç, hepsi, yukarıda hatırlattığımız, yardımcı integrallere göre, sıfır 
olacağından 


İN ” #(s)sin kadı — be |” "sinkede—xb. 


— Tr 


ve buradan da 


bı 


N 


İl R f(o) sin ke dz (5) 
Tİ 


elde edilir. 


(3) ,(4),(5) formülleri ile tanımlı katsayılara f(x) fonksiyo- 
nunun Fourier katsayıları ve bu katsayılarla oluşturulmuş (1) trigono- 
metrik serisine de f(x) fonksiyonunun Fowrier serisi denir. 


17.1 -2. Fourier serisine açılabilme şartları. 


Şimdi f(x) fonksiyonunun Fourier serisinin, yakınsak olabilmesi 
ve toplamının f(x) e eşit olabilmesi için hangi şartların mevcut ol- 
ması gerektiğini izaha çalışalım. Bunun için de bir teorem vereceğiz. 
Evvelâ teoremde bahsi geçecek bir kavramı tanımlayalım. 


Tanım. f(x) fonksiyonu f(c—0) ve f(ct0) sonlu değerle- 
rine malik ve 


sz e. 


ise xw 2c noktası f(x) fonksiyonu için bir düzgün süreksizlik nok- 
tasıdır. 
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TEOREM. 2r peryodlu bir #(x) fonksiyonu, sonlu sayıda düz- 
gün süreksizlik noktası hariç, (—nx, tx) aralığında sürekli ise ve bu 
aralıkta ancak, sonlu sayıda eksiremum'a malik ise, f(x) fonksiyonu, 
x in her değeri için yakınsak olan ve toplamı bu fonksiyona eşit bulu- 
nan bir Fourier serisi kabul eder. (Dirichlet şartları). 


GC ÖRNEK 1. —x<a<$x aralığında f(4) —&x olan Zr per- 
yodlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine açınız. 


Fonksiyon Şekil 145 deki doğru parçalarını gösterir. Fonksiyon 
Dirichlet şartlarına haizdir. O halde Fourier serisine açılabilir. 


Şekil 145 


Serinin Fourier katsayıları 


&,- e 

ö 7 İ" conkuda- gerer İNŞ Çİ ensar <0 

b 7 İÜ asinkrde 5 |» TAŞ Şİ Teceksde 
k tek ise > 5 


b: (- 1) 2 
k çift ise— <E 
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olup seri 


he) <2) — sin 2 N sin 37 ide nı BİZ sel 


2 3 


şeklindedir. Bu eşitlik, süreksizlik noktaları hariç, diğer her yerde doğ- 
rudur, Sürksizlik noktalarında serinin toplamı fonksiyonun sağdan ve 
soldan limitlerinin aritmetik ortalaması yani sıfırdır. 


İhtar. Uygulamalarda ve örneğin elektroteknikte, Zr peryodlu öyle 
fonksiyonlar gözönüne alınabilir ki bunların eğrileri, herbirinin denkle- 
mi ayrı olan çeşitli yaylardan meydana gelir. 


Örneğin f(x) fonksiyonu 


—r<6Sa için fe) —f(e) 


u<E<B için j(0) —f() 
pir için f(0) — f,(a) 


olsun. Şekil 146. 


Şekil 146 


Bu halde, integrasyon aralığı parçalanmış olarak, 


yerine 
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1 & 8 Tr 
a — | | fr (o) da | fa(a)da * | İs (2) öz) 
TK —r & 8 
yazılmalıdır. Aynı şekilde &, ve b, katsayıları için de 


4 >> | | i fı (2) cos kzda *- | i fa (0) cos kada 1 "f(z)cos kz azl 
—r & 


* eli 
bı — > bi fı(e)sinkidı * f Wi (x)sinkzdz 0) “h(ejsin kz öz) 
—T & 
ifadeleri yazılır. 
ÖRNEK 2. —-n<x<0 aralığında f/(4) —x ve 0S<SxSx 
aralığında /(x) —x olan 2. peryodlu f(x) fonksiyonunu Fourier 


serisine açınız. (Aynı fonksiyon —a<x<xn için f(&) -|&| şeklin- 
de de gösterilebilir). 


Fonksiyonun eğrisi Şekil 147 de gösterilmiştir. 


Şekil 147 


Fourier katsayıları : 


a0 ci ST ifaydz — UN Codrt | saz 
r —r 0 


e.g Tr 
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0 
«-xİ| Ga) eoakzdz 4 | zeeskzdz| 
r —r 0 


ya &sin kz|9 b xsinkgix İifr. 
a | k a Kİ sinirde k > — e; sin kadı 
,i |, coskel0 cos kı | 
k gift ise—0 


2 205 
Typ Gir 9 tek ine —-1- 
k*Tn 


be e) f -eainiirde $ İesinkzdz| - 0 
Tr —r 0 
olarak seri 
. K 4lcosx , cosd3z , cosöz cos (2n *İ1)z 
fa) sx — | ız # 3 * g be e lk (2n s1) tl 


şeklindedir, 


ÖRNEK 3. —x<x<0 için f(© 0 ve 0s<sx<Sx için 
ja) —&x olan Zr peryodlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine açınız. 


Fonksiyonun eğrisi Şekil 148 de gösterilmiş olup Fourier katsayıları 


Şekil 148 


1 (4x 1 0 r KE 
ü,— e) areydn— Şİ (* oöni fizdz |- 7 
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a. wİ, #eoskzda 1 ML Kİ, sinkzdz) 
r lo TF k 0 k 0 
> 2 
. 1 Jcoskzir İk tek ise — ——5; 
“kr k İş m 
9 İk çift ise 0 
bız Gİ, #sinkzdz- E| e Lr 
r lo T k lp kle 
k tek bö. 
k 
m———— coskr— ” 
k çift e — —— 
olarak seri 
TK 2 icosr cos 3x cosör 
Ma Şi tl 
sin& sin2z , sin3z 
a e, | 
şeklindedir. 


17.1-3. Peryodik fonksiyonların Fourier serisine açılması 
konusunda bir ihtar. 


2x peryodlu bir y(&) fonksiyonu için, 2 ne olursa olsun 


MYO İNK OK 
— r A 


"olduğunu gösterelim. 


p(x) fonksiyonu Zx peryodlu olup 
pla — 2r) Z şla) 


dır. 2 a—32r vazederek c ve d ne olursa olsun 


d d-2 
| otaydz-| vi “o(a-2n)da 
ct-2ir 


c 
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dı-2 d-2 
-| otalda | ER taydis 
e--2x e-3r 


yazılabilir. Özel olarak c-—x , d—) alınırsa 
p 14-27 
| o(a)dı -| pe (x)dx 
— K 


elde edilir. Diğer taraftan birinci ve ikinci taraflar 


A pi 1-2 
fi Temz oa)dz > | o(r)dı *J - “ote)de 
— R 1 r Tr k 


yazılırsa 


filemdr-(İ ooüz 


Fr 


bulunur. 


Bu özelik, p(x) gibi peryodik bir fonksiyonun, peryoda eşit uzun- 
lukta olan keyfi bir aralıktaki integralinin, daima aynı değere eşit ol- 
duğunu gösterir. 


Bu özeliği geometrik olarak, Şekil 149 daki taralı alanların bir- 
birine eşit olduğunu görmekle de göstermek mümkündür. 


Şekil 149 


Bu özelikten şu sonuç çıkarılabilir. Fourier katsayılarının hesabın- 
da (-r,$x) şeklindeki integrasyon aralığı yerine (4,2 1 2x) ara- 
lığı alınabilir. Yani ) keyfi bir sayı olarak 


Fourier serisine açılabilme şartları 85 
A-Z ÇA tZr 
w- | t TOY i «->İ f(a)coskzıdz ; 
rl) rl) : 


At2 
b Eİ TİR ttsinkede 
TL 
dir. 


ÖRNEK. 0<&<Zr' aralığında f(x) <x olan Zx peryodlu 
f(x) fonksiyonunu Fourier serisine açınız. 


Fonksiyonun eğrisi Şekil 150 de gösterilmiştir. Bu fonksiyon (—x, 
*r) aralığında iki analitik ifade ile tanımlanır. (—x,0) için f(2) — 
2n tx ve (0,r) için f(X) <x dir. Görülüyorki bu fonksiyon 
(0,2Zx) aralığında, tek bir analitik ifade ile gösterilebiliyor. O halde, 


bu fonksiyonu Fourier serisine açmak için, yukardaki formülleri 10 
alarak kullanmalıdır. 


Şekil 150 


Buna göre 


2 2: 
“> Eİ, "aydı — xİ ü zdızlr 


2 2 
“7 ” Hyecakzdz - Xİ " zcoskrdz 
K Jo FT lo 


86 Fourier serileri 


In 


e | e, cos kr -9 
0 


2 
ENİ Yağar 1 ” &sinkade 
Tr T 0 


3) - gerek sinkg 27 
Tr 


2 
k , © k 


olup 


fa) <x — 2sin x — Z sin 2;— Z-sin3z- vs... 


dir. Bu seri süreksizlik noktaları hariç (4—0,2x,4n,...) diğer de- 
gerlerin hepsi için f(x) i temsil eder. Süreksizlik noktalarında serinin 
toplamı, f(x) in sağdan ve soldan limitlerinin aritmetik ortalamasına 
yani x ye eşittir. 


17.2 - Tek ve çift fonksiyonların 
Fourier serileri 


Çift ve tek fonksiyonların tanımlarından aşağıdaki sonuçlar çıkarı- 
labilir. 


1. ç(x) fonksiyonu çift fonksiyon ise 


Fr TK 
| ola)dı - 2 | “etdüz 


— K 


dir. Gerçekten ç(— &) —ç(7) olup 
TR 0 
| ota)dz -| KOLUN o(a)da 
— T — 
yazılabilir. İkinci tarafın birinci integralinde © yerine —x koymak 


suretile bir dönüştürme yapılırsa dx yerine —dx ve —x yerine de 
tx gelir. Buna göre 
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0 
N oda (len) (— da) — -| 9 (—s)de 
— K Te Kr 


TK r 
-| 9(—z)dz -| 9 (a)dz 
0 0 


elde edilir. Bu sonuç yukarıda yerine konursa 


İM KONTOR. rem 
— 0 0 


Tr 
— an 9 (e) dr 
i bulunur. 


2. ©(x) fonksiyonu tek fonksiyon ise 


İN "ola)dı —0 


K 


dır. Gerçekten g(— 2) - — y(x) olup 


LR 0 r 
| od | oleydn * | etmdz 
—r 


— r 0 


yazılabilir. İkinci tarafın birinci integralinde x yerine —& koymak 
suretile bir dönüştürme yapılırsa 


İN ola)dz - | peak azı -feca di 
—r KR TK 
— - Çi ez - İlemüz 
r T 


-—İçemdz 
0 


elde edilir, Bu sonuç yukarıda yerine konursa 


J—R 


(” "otajde - -Çeüz * (ot — 0 
bulunur. 


Bunlara göre, f(x) gibi bir tek fonksiyonun Fourier serisine açılı- 
mında karşılaşılacak olan f(x) coskx çarpımı tek fonksiyon ve 
f(&)sinkx çarpımı çift fonksiyon olarak, Fourier katsayıları 
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> 
| " t()dz -0 
Tr J— 
a e İİ fd ecakrdz 0 
RK J—r 


* 7 
bı — >) ” (a) sin kz de— İç fd sinkzüz 
Tr —*r TK 0 
dır, O halde bir tek fonksiyonun Fourier serisi, yalnız sinüslü terimleri 
içerir. 
Eğer f(x) gibi bir çift fonksiyon Fourier serisine açılıyorsa, kat- 


sayıların hesabında karşılaşılacak olan f(x) coskx çift fonksiyon ve 
j(&) sinkxe tek fonksiyon olarak Fourier katsayıları 


ü- İf e xİşfe dı 
a4 — Şİ" femecakrdz S İ, fdeoakrdz 
Kİ rT Jo 


| * 
bı — >İ ” Ha)sinkeda -0 
TJ—r 
olacaktır. O halde bir çift fonksiyonun Fourier serisinde sinüslü terim- 
ler bulunmayacaktır. 


Bu şekilde elde edilen formüller çift veya tek fonksiyonların Fourier 
katsayılarının hesabını basitleştirir, 

ÖRNEK 1. —x<x<0 için f(©9)-—1 ve 0<x<Sx için 
f(&)—1 olan Zr peryodlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine açınız. 


Fonksiyonun eğrisi Şekil 151 de gösterilmiş olup fonksiyon tek 
fonksiyondur. 


Şekil 151 
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Buna göre 
4-0 , a, 0 
olacaktır. 
> İ" #taysinkada- İç, sinkraz 
Kİ” r Jo 


T k çift ise <x 0 


2 1 2 ii 
İce ki e eo) -| 


ki 
k tek ise LR 


dir. O halde seri 


rk 


4 /sin& sin 3& sin 5x 
2 i 5 kr e 


dir. 


ÖRNEK 2. —-x <as<in aralığında f(x) a olan Zr per- 
yodlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine açınız. 


Fonksiyonun eğrisi Şekil 152 de gösterilmiştir. Fonksiyon çift fonk- 
siyon olup 6,0 dır. 


Şekil 152 


e Na 21 
e İda İç de 
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—2)EF.2E 
tr 
«Zİ " ta) coskada — e İş Feoakzdı 
Kİ Tr Jo 
— 2 jesi sinkzfr 2 İç asin kida 
r | k 0 k 0 
4 2 coskxijr i f(* 
—— | — — ) *Eİ; cos ka da 
— jamecekr — 4; cok 


dir. Bunlara göre seri 


r? cOs& CcoB2r c0B 34 


şeklindedir. 


17.3- Herhangi peryodlu fonksiyonların 


Fourier serisi 


f(x) fonksiyonu 2! peryodlu bir fonksiyon olsun. 7x far- 
zederek bu fonksiyonu Fourier serisine açmak isteyelim. Bunun için de 


değişken dönüştürmesini yapalım. Bu takdirde 
I 
ff 0 
fonksiyonu £ nin Zr peryodlu bir fonksiyonu olur. Çünkü 


1 1 
İşe * 2r) | HT tf 4 2) 


(0 fp 
0-1-0 
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| 
dır O halde /( pu ) fonksiyonu —x<iS&x aralığında Fourier 


serisine açılabilir. Yani 


i | 
İG DEŞİK Cacoskiibısinki) et) 
kz1 


vazılabilir. Burada 


1 (4 I 
ENİ fiz dat 
ı 


İr i 
üs > , İÇ i)cosktdi 
i K l , 
bı fi” Lim t) sin ki di 


dir. Şimdi de tekrar &x değişkenine dönelim. 


olarak 


I e 
w-5İ7 Ha) cos” 5 de 
UN U 
1 v 
bi İİ e sin e dı 


elde edilir Bu takdirde (1) ifadesi de 


k 
fo > pu > Jar co Er kbisin ZE a) 


şeklini alır ki bu da bize 27 peryodlu bir fonksiyonun Fourier serisini 
verir 


Özet olarak 2? peryodlu bir f(x) fonksiyonunun Fourier serisi 
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e 
e Ef senar 


*7 
a— Tİ ,fGe)eoa Ti zda 


1 
bı — A zda 
olarak 
pi 
fa) — > * 2, (co iz basin EE z) 
dir. 


ÖRNEK 1. —5<x<0 için f((2) 20,0<x< 5 için f(x) -3 
olan 10 peryodlu f(x) fonksiyonunun Fourier serisine açınız. 


Fonksiyonun eğrisi Şekil 153 de gösterilmiştir. 2/—10 olup 1-5 
dir. O halde 


1 0 kr 5 kr 
“- Şİ) O.eoe Ta $ | sec izde | 
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5 İz , 5 10 Si 
0 5 
b 0. di“ ydi Bein“ zd2 
5öll.p 5 0 5 
3 5: kr 5 3(1—coskr) . İk tek ise 02 
— İz vee e) ek e 
& k çift ise —0 
dır.. Buna göre seri 
© 
— 3(1— cos kr) kr 
(0) ——-* 2, ze in —-2 
veya 
3 6 i 3r 1 5r 
mez tl sin rte 3 sin 171 sin yek. -) 
dir. 


ÖRNEK 2. 0<x<4 için f(4) 2—x,4<x<8 için f(x) 
—x—6 olan 8 peryodlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine açınız. 


Fonksiyonun eğrisi Şekil 154 de gösterilmiş olup fonksiyon çift fonk- 
siyondur. O halde b, 0 dır. 


Şekil 154 
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r1 AN. çk 4 N 
ei j(a)de vah j(o)da— zİ, (2—a)dz 
li 
DEN 


1 2 4 . 
20— > 0 ; 
2 f(4 kr 8 1, KT 
“- 5), (2—a)cos- -ade— 5. Cos --Z 
f İ m 16 
— m (J—coskr)— ji ea 
(kgift'ise —0 
olarak seri 
16 3r 1 5r 
(0-75 COB — tg 57 cos — ri ter c0B Çet.) 
dir. 


17.4- Peryodik olmayan bir fonksiyonun 
Fourier serisine açılımı 


(&,b) aralığında tanımlı bir f(x) fonksiyonu göz önüne alalım. 
Bu fonksiyonun sürekli olduğu noktalarda bir Fourier serisine açılabil- 
leceğini gösterelim. 


Bunun için de 24 >|J|b—a| olacak şekilde 2x peryodlu ve 
(a,b) aralığında f(x) ile çakışan keyfi bir f,(&) fonksiyonu göz 
önüne alalım. f(x) i uzatmakla bu fonksiyon elde edilebilir. (Şekil 155) 


Şekil 155 


Kosinüs ve sinüs serileri 95 


Bu suretle elde edilen f#,(x) fonksiyonunu Fourier serisine aça- 
lım. Bu serinin toplamı, .(a,b|) aralığında f(x) in değerleri ile ça- 
kışır. (Süreksizlik noktaları hariç). Buna göre f(&) fonksiyonu |(4,b| 
aralığında Fourier serisine açılmış olur. 


Şimdi aşağıdaki önemli bir hali göz önüne alalım. f(x) fonksiyonu 
(0,1) aralığında verilmiş bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun gös- 
termiş olduğu eğriyi |— 2,0) ara- 
lığında uzatalım. Bu takdirde bu 
fonksiyonu Fourier serisine açabi- 
Jiriz. Eğer bu fonksiyonun eğrisini 
—isxs0 aralığında f(x) — 
İ(—&) olacak şekilde uzatırsak 
bir çift fonksiyonun eğrisini elde 
etmiş oluruz. Bu takdirde fonksi- 
yonun eğrisi, fonksiyon çift ola- 
cak şekilde uzatılmıştır denir. Şe- 
kil 156. Bu halde fonksiyonu Fou- 
rier serisine açarsak bu seride si- Şekil 156 
nüslü terimler bulunmayacağın- 
dan f(x) fonksiyonu (0,7) aralığında kosinüs Fourier serisine veya 
kısaca kosinüs serisine açılmış olur. 


Eğer f(x) fonksiyonunun eğrisi —)<x <0 aralığında f(x) — 
—f(—x) olacak şekilde uzatılırsa bir tek fonksiyonun eğrisi elde edil- 
miş olur. Bu takdirde fonksiyonun 
eğrisi f(x) tek fonksiyon olacak 
şekilde uzatılmış olur, Böylece de 
f(x) in sinüs serişi elde edilir. 
Şekil 157. 


Bunlara göre (0,7) aralı- 
gında verilmiş bir f(x) fonksi- 
yonunun Fourier'nin sinüs ve ko- 
sinüs serisine açılabileceği göste- 
rilmiş olur. 


ÖRNEK 1. f(x) <x fonk- 
siyonunu |0,x) aralığında sinüs 
serisine açınız. Şekil 157 
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Bu fonksiyonun eğrisini (—x,0J ara 
lığında, fonksiyon tek fonksiyon olacak şe- Y 
kilde uzatalım. Şekil 158. Bu takdirde 
(0.x) aralığında 


sin-2 sin 27 sin3z | 
7— 2 T 2 * 3 .. ) 
olur, (Bak, 17.1-2.ÖRNEK 1.) 


ÖRNEK 2. f(4) —& fonksiyonunu 
(0,x) aralığında kosinüs serisine açınız. 


Bu fonksiyonun eğrisini (—x,0) ara- Şekil 158 
lığında fonksiyon çift fonksiyon olacak şe- 
kilde uzatalım. Şekil 159. Bu takdirde —x<estr için f(x) —Jaj 
elde edilir, O halde (0,x) aralığında 


5-5 cos iz ge... 


dır. (Bak, 17.1-2. ÖRNEK 2.) 


ÖRNEK 3. f(2) 2 (x—&) 
fonksiyonunu (0,1 aralığın- 
da kosinüs ve sinis serisine 
açınız. 


1. Kosinüs serisini elde et- 
mek için f(x) in eğrisini, 
fonksiyon çift fonksiyon olacak 
şekilde (—x,0) aralığında 
uzatalım. Şekil 160. Bu takdir- 
de 


9 fr 
7), ı(r—a)da 
rJo 


Şekil 160 
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20,8” EF 2 (e NE 
| 2 3İp r 2 5) 3 , 
m İç sea) eoakrdn < 5 | "as - e) conkrdr 
T 0 T 0 
2 1 NK , r 1 K Ni N 
— | | 7 (xz— 2x) sin ke | Kİ, (— 20) sin kz öz) 


2 (” 2x) sin kx d 
— Rİ, x) sin kx de 


, 
2 


1 , 
— Ee — 21) cos k& 


TK 2 (fr 
* x) cos kr öz) 
o Kjlo 


— cos kı-)-—5 (coskr-1)— 


olarak 
r. cos2x | 'cosdz c0s6X 
kaş —a( 4 4? iz ii g: te) 
2 cos 2x cos dx cos 6x 
re > E-—| Bİ gi *$ 35 tt. 
bulunur. 


Bu seride xx yapılırsa birinci taraf sıfıra eşit olur ve 


72 1 1 1 ua i 
çiviytyterl 
nz 


elde eğilir. 2 — 5 için ise. 


» < — 1 1,1 İN 
alar sini önline Sair önkkkine? 
bulunur. 


Yüksek Matematik İT 


k tekise 4-0 


k çiftise a,-— 


97 


k2 
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Ji. Sinüs serisini elde et- 
mek için de f(x) in eğrisini 
f(©) tek fonksiyon olacak şe- 
kilde (— x,0) aralığında uza- 
talım. Şekil 161 Bu takdirde 


a, <0 a0 


Oo ir X 


ve 


“. 


» 
»” 
deossss..n 
- 


— İN lr — «) sinke de 
r Jo 


Şekil 161 
2 (” ; 
—— | (x— 9) sinkzdr 
r Jo 


-2) 


— Tiz — ©) cosk 


e e 
o kle 


-—Eİ, (© — 20) coska de 
Mi Şİ, sinksâz) 
rk e kjlo 
4 1 
“Pp — eos kz — iş (4 — cos e) 
k tek ise b e 
& kk 
k çift ise b,-0 
olarak 


8 (sing  sin3g v2 > 
(-E | 13 tr 33 -$ v.) 


dir. Özel olarak seri «— 5 için 
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» İ | 5g (li 
BİE FİK 22 Gn iy 
nn 


şeklini alır. 


17. BÖLÜME AİT PROBLEMLER. 


) (—r, 0) için #1 ve (0, xJ) için /(600-—I olan 2x peryoğdlu 
(6) fonksiyonunu Fourier serisine açınız. 


4/. 1 1 . ) 
Cevap. /(x)— — (sin xİysindxt-sinöx$t... 


2) I—x, *x) aralığında f(x) x7—x olan 2n peryodlu f(x) fonksiyo- 
nunu Fourier serisine açınız. 


2 
Cevap. fay * eos x— 5 cos 2x cosİix—... 


2 
3) (—x, *r) aralığında Haz olan 2rx peryodlu f(x) fonksiyonunu 
Fourier serisine açınız. 
COSx , COSİx cos3x 


at Ç RE 7 


ni 
Cevap. f(0)— Iz İt... 


4) —r, -R) aralığında f(x) xe olan 2x peryodlu f(x) fonksiyonunu 
Fourier serisine açınız. 


2r —3r 2 —32r © 
ço e''—e 2(e€* —e ) cos kx 
Cevap. f(x) —— yu ——— » irat 
k—i 
ge. 2 Y k sin kx 
TK ki *-4 
k>—1 * 


5) 0£xsr için fe) —5—x ve —x£x50 için f()-5 ix olan 


2x peryodlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine açınız. 


© 
4 2k -—1 
Cevap. 5 Yy zy 
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6 —x<x<0 için f()x4x ve 0d<x<r için f(()—7-—x olan 2r 
peryodlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine açınız. 


T 4 /cos Cos 3x cos. 5x 
Cevap. fo ğ | Ser, ee e sosöz.....) 


D 0d0<x<10 için ((4)—4x olan 10 peryodlu fix) fonksiyonunu Fourier 
serisine açınız, 


40 G1. k 
Cevap. /(x)-20 — po F sin —— x 


8) (-x,0) aralığında ()——cosx ve (0 , m) aralığında /)x)-—cosx 
olan f(x) fonksiyonunu Fourier serisine açınız 


w© 
, | 
Cevap. 9-5 Y 


k—1I 


99 —3<x<0 aralığında f(x) —0 ve 0<x<3 aralığında f4)-—2x olan 
86 peryodlu /(x) fonksiyonunu Fourier serisine açınız. 


© 
Cevap. (0) Z * D) se kr 1) cos kr x —Seoskr si kr | 
kı 


kini 3 kT nz 


109 —x<x<0 aralığında f(0)-:—& ve O<x<x aralığında (G)—x 
olan 2x peryodlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine açınız. 
Zeyap, fi X 1-207 sin Ex“ SEL cos ex 
kz1 
1) (—2, *mj aralığında yı x olan2r peryodlu f(x) fonksiyonunu 
Fourier serisine açınız. 


zer 


Cevap. f(x) x——— 7 cos vk 0s 2x — e cos Brt 7 C0S 4x— .) 


10 


12) —i<x<1l için f)iri olan 2x peryodlu f(x) fonksiyonunu Fourier 
serisine açınız. 


© 
ml. 4 cos(2k * 1) Tx 
Cevap. f)3—e 2 akk 


13) Eğrisi Şekil 162 de görülen peryodik fonksiyonu Fourier serisine açınız. 


10 sinkut 
Cevap. /() —5-— “© —— 


k—1 
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14) Eğrisi Şekil 163 de görülen peryodik fonksiyonu Fourier serisine açınız. 


Cevap. f(0) — 2 | sin W— sin2uf- 5 sin 3 w—.) 


7 


Şekil 192 Şekil 163 
15) Eğrisi Şekil 164 de görülen peryodik fonksiyonu Fourier serisine açınız. 


Vv 2V 2V / 
Cevap. f0-——; cos WE — gr cosdui—...* 


V .. V .. V 
t—sinw—>. sin 2 wt sin3 U—ı. 


Şekli 164 


16) Eğrisi Şekil 165 de gösterilen peryodik fonksiyonu Fourier serisine açınız. 


a 4 V /. > 1 . 
Cevap. (0-7 47 Ç(sinwrs Zsin2 vti sin3 ut... 


17). Eğrisi Şekil 166 da gösterilen peryodik fonksiyonu Fourier serisine açınız. 


—2V ( 


Cevap. (0) X 


sin w 4 Z-sin 2 wi $ Şsin 3 r-... 
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Şekil 165 Şekil 166 


18) Eğrisi Şekil 167 de gösterilen peryodik fonksiyonu Fourier serisine açınız. 


4V 1 1 
Cevap. FA) > — (cos w—— cos3 Wi 4 E cosö w—...) 


19) Eğrisi Şekil 168 de gösterilen peryodik fonksiyonu Fourier serisine açınız. 


4V 1 1 
Cevap. (0 — Tâ (cos wt 4 5 cos 3 wi sz esek...) — 


2V , i . 1.5 | 
2 (sin vt 4 > sin 3 vts sinSett,.. | 


- 


Şekil 167 Şekil 168 


20) 


(0, x) aralığında f(x) —mx9 olan f(x) fonksiyonunu sinüs serisine açı- 
A1zZ. 


Cevap. (0 —2m | (; — 5) sin x — Gi —-5) sin 2x * 


2 
2 
5-3) sin 3x—. J 
21) 0<x<il için f(©)—x olan f(x) fonksiyonunu kosinüs serisine açınız. 


5 1 4 İ cosr; cos 3r 
Cevap. çoj-ilesirımığar... 
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22) 05x41 için f(X)Zx ve 45x58 için f(0-8—x olan f(x) 
"fonksiyonunu şinüs eyi açınız. 
ni küx 
Cevap. f(x) — z DE ja sin — sin — 
k—I 
23) 0<x£1l için f()—x ve 1<x<2 için #(0-2-—x olan f(x) 
fonksiyonunu (0, 2) aralığında kosinüs serisine açınız. 


i 24 cos(2k 1) x 
Cevap. ((x) — Yi RR Ç 7 pr Şi 
20 O<x<l için ()—1—2x olan f(x) fonksiyonunu (0, 1) aralığında 
sinüs serisine açınız. 


tk 


Cevap. f(x) <— 2 Jin 2 eş nğar ner. 


25) > <xE2 için Ho)—l ve 2<x <3 için f((0—3—x olan f(w 


; 3 e değ 
fonksiyonunu (Gi p 3) aralığına kosinüs serisine açınız. 


co © 
2 9 1 ok rx 1 cosikrx 
Cevap. He), —>5 )) çe ) 


18, BÖLÜM 


KOMPLEKS SAYILAR 


18.1 İmajiner ve kompleks sayılar. 


18.1 -1. Giriş, 


Diskriminantı negatif olan ikinci derece denklemlerinin köklerinin 
reel sayılar arasında bulunmayışı; negatif olan reel sayıların çift merte- 
beden köklerinin reel sayı olarak mevcut olmayışı kompleks sayıların 
ortaya atılmasına neden olmuştur. Bu nedenlerle ortaya atılan kompleks 
sayılar, sonraları, Matematikte geniş uygulama alanları bulmuştur. Baş- 
ta hayali olarak düşünülmüş bu sayıların, reel sayıların olduğu gibi, 
gerçek bir anlamı, hatta geometrik ve pratik bakımdan hiç de ihmal 
edilmeyecek bir gösterilimi vardır. 


Kompleks sayılarla ortaya atılan bazı kurallar, alternatif akım 
elektrotekniğinin temelini teşkil eder, Bugün özellikle, elektronik ve 
zayıf akım tekniğinde kaydedilen ilerlemeler sonunda, artık kompleks 
sayılarla ortaya atılan işlemler, alternatif akım devreleri için vaz geçil- 
mez ana kurallar halini almıştır. Bu kurallar sayesinde geometrik top- 
lamlar cebirsel toplam haline ve vektörel işlemler skaler işlem şekline 
sokulmaktadır. Diğer yollarla çok uzun hesaplama yapılmasını icap et- 
tiren problemler, kompleks sayıları kullanarak, gayet kolayca çözüle- 
bilmektedir. 
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18.1 -2. İmajiner ve kompleks sayı tanımı, 


2-2 t-10-0 


denklemini alalım. Bu denklemin kökleri 


&-1ityi—10-1£ y-9 
olarak reel değildir. 


yazalım. 


olarak kabul edilirse 


o z1—8i , Ww—11t3i 


elde edilir. Bu şekildeki sayılara kompleks sayı denir, Burada 


V—İ 2 i— imajiner birim 


dir. i nin herhangibir b reel sayısı ile çarpımı şeklindeolan bi sa- 
yılarına imajiner sayı denir a gibi reel bir sayıile bi imajiner sayı- 


sının toplamı şeklinde olan 


atbi, 


sayısına da kompleks sayı denir, a, kompleks sayının, reel kısmı, bi 
ise kompleks sayının imajiner kısma adını alır. Bir kompleks sayının 
a- bi şeklindeki gösterilimine kartezyen şekilde gösterilim denir, 


18.1 -3. İmajiner sayıların geometrik şekilde gösterilişi. 


Yatay bir eksen ve bu eksen üzerinde “a ya eşit OA4 vektörü 


ile —a ya eşit OB vektörünü 
göz önüne alalım. Şekil 169. 
Şimdi de OA4 ile gösterilen -a 
*a miktarından OB ile gös- 
terilen —a miktarına nasıl ge- 


çilebileceğini düşünelim. İki yol Şekil 169 
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akla gelebilir. Birincisi cebirsel yol olarak, *a yı —1 ile çarpmak- 
tır. 


tra.(—1) ——a 


İkinci yol geometrik yol olup OA vektörünü O etrafında pozitif 
veya negatif yönde 180 döndürmektir, 


Aynı şekilde, (—a)(—1) —-a veya OB vektörü 180 döndü- 
rülmek suretile OA vektörü elde edilebilir. 


Böylece, bir miktarı —İi ile çarpmanın bu miktarı temsil eden 
vektörün 180 döndürülmesine karşılık olduğu görülmüştür. Bu nedenle 
(—1) e bir vektörün 180' döndürülmesini sağlıyan bir operatör denir. 


Şimdi de bir vektörün 90* döndürülmesi için ne yapmak gerektiğini 
araştıralım. 


OA yı 90 döndürüp OC durumuna getirmek için bilmediğimiz ve 
*i ile göstereceğimiz bir sayı ile çarp- 
mak gerekeceğini (Şekil 170) ve OC yi 
de 90' döndürmek için -i ile çarpılaca- 
gınıve —a ya eşit OB vektörünün elde 
edileceğini düşünelim. . 

Aynı şekilde, OA yı —90* döndür- 
mek için *a yı —i ile çarparak OD 
yi ve —90* döndürmek için —i ile çar- 
parak OB yi yani —a miktarını elde 
edeceğimizi düşünebiliriz. 


Şimdi bilmediğimiz bu i sayısının 
değerini araştıralım. OÂ yı iki defa 90" 
döndürürsek OB yi bulacağımızı ele ala- 
lum. O halde OA4 dan OC ye geçmek Şekil 170 
için *a yı i ile çarpmamız 


ti.azali 


ve OC den OB ye geçmek içinde OC nin cebirsel değeri olanai yi 
i ile çarparak —a yı elde etmemiz gerekeceğinden 


ai.izaüz—a 


elde edilir. O halde 
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2-—1 , izyzi | 


elde edilir. Buna göre i nin yukarıda imajiner birim olarak tanımlan- 
mışolan vVW—I e eşit olduğu sonucuna varılır, 


Böylece, yatay bir vektörün uzunluğunu *i ile çarpmak suretile 
vektör 909, —i ile çarpmak suretile de —90' döndürülmüş olur. 


O halde Şekil 170 deki dört vektörün imajiner ifadeleri olarak 
OC-*ai , OD—-—gi 
OA —a , OB—— 
yazılabilir. 


18.1 -4. Kompleks sayıların geometrik şekilde gösterilişi. 


— 

Şimdi de Şekil 171 de gösterilen OM vektörünü göz önüne alalım. 
OM i ox ekseni üzerinde izdüşürerek 
kenarları, a,b ve OM olan dik üç 


geni Tü yelimi Bekirelini Buradan OM 
nin 04 ve AM vektörlerinin topla- 
mına eşit yani 
— > nd 
OM—OA4A-4- AM 
olduğu görülür. Kompleks sayılar bakı- 


mından mühim olan husus, bu geomet- 
rik eşitliği, bir cebirsel formül hali- 


Şekil 171 


—> ? 
ne getirmektir. AM vektörü düşey du- 
rumda olup bi ile gösterilebilir. Zi- 


ra bu vektör, b ye eşit olan AN 

vektörünün 909 döndürülmesi suretile elde edilmiştir. 04 vektörü ise 

a ya eşit olup yukarıdaki geometrik eşitlik yani OM vektörü 
abi 
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cebirsel ifadesi ile gösterilmiş olacaktır. O halde &a gibi reel bir kısım 


ve bi gibi imajiner bir kısımdan meydana gelmiş olan & t bi ifadesi 
bir vektörel toplamı göstermiş olur. 


abi toplamına iki sayının. adi toplamı gibi bakabiliriz. Bu su- 


retle, düzlemde verilmiş olan bir OM vektörü a * bi gibi bir kompleks 
. sayı ile gösterilmiş olur. Karşıt olarak &- bi kompleks sayısının 


—> 
düzlemde OM gibi bir vektörü gösterdiğini söyliyebiliriz. M(a,b) 
noktasına &- bi kompleks sayısının görüntüsü de denir. 


b—0O ise abi ifadesi a reel kısmından ibaret olur ve M 
noktaları da ox ekseni üzerinde yer alır. Bu nedenle ox eksenine 
reel eksen adı verilir, 


4-0 ise abi ifadesi bi imajiner kısmından ibaret olur 
ve M noktalarıda oy ekseni üzerinde yer alır. Bu nedenle oy ek- 
senine imajiner eksen adı verilir. 


Görülüyor ki reel ve imajiner sayılar, düzlemin yalnız birer ekseni 
.üzerindeki noktalara karşılık gelmektedir. Kompleks sayılar ise düzle- 
mi tüm olarak kapsayarak reel ve imajiner sayıları da içermektedir. 
Gerçekten bir reel sayı, imajiner kısmı sıfır olan ve bir imajiner sayı 
da, reel kısmı sıfır olan bir kompleks sayıdır. 


Sonuç olarak a- bi kompleks sayısı, geometrik bir toplamın ce- 
birsel bir toplam haline getirilmiş şeklidir. 


OM <a-tbi 


—> 
ü-tbi kompleks ifadesi verilmiş ise OM vektörünün uzunluğu 


olan r ve ox ekseni ile teşkil ettiği p açısı kolayca belirtilebilir. 
Gerçekten Şekil 171 den 


> 
r—yvaeşsb , tgp 


yazılabilir. Burada r ye abi kompleks sayısının modülü ve ç 
ye de sayının argümanı denir, 


ÖRNEK 1. 4--3i sayısının gösterdiği vektörün modül ve argü- 
manını bulunuz. 
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r- y2 418-5 


İgg İİ 05 , çe ise 


18.1 -5. Simetrik vektörler 


pa 
OM, vektörünün kompleks ifadesi &* bi olsun. 


OMı-a*tbi , tey 


Şimdi bu vektörün eksenlere göre simetrikleri olan vektörlerin komp- 
leks ifadelerini bulalım. Şekil 172. 


olarak dört vektörün W- 


OM, -—atbi 


* açılar 


a 


—b 

İBM- 

ON, - a—bi > 
—b 

dm 


Şekil 172 


zunlluğununda yet 
olduğu görülür. a ve b nin işaretleri vektörün hangi bölgede olacağı- 
nı belirtir. Gerçekten 


atbi birinci (bölgede olup ç pozitif dar açı 
—atbi ikinci bölgede olup gp pozitif geniş açı 
—a—bi üçüncü bölgede olup ç negatif geniş açı 

a—bi dördüncü bölgede olup çp negatif dar açı 
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İHTAR 1. Her reel terim yatay bir vektörü ve 
her terim de düşey bir vektörü gösterir. 


İHTAR 2. a*bi ve a—bi kompleks sayılarına eşlenik komp- 
leks sayılar denir. 


ile çarpılmış 


18.1 - 6. i İmajiner birimi üzerine birkaç hesap. 


i sayısını cebirsel bir sayı gibi düşünerek aşağıdaki sonuçları ya- 
zabiliriz. 


izy-i , 225-1 
ö-#iz—1iz—i 
ü-2,22 (1) .(21) 2 #1 
Pz#izl1izi 


jin tm — (Gi N i” —iın. i” — ;” 


ii. ; 
ii 2 —1 
i i 
Pzr 
1 rr 1 | 4 —i 
CM DE HE 
Özet olarak 
#-—ı|); (4-5 
i 


dir. 


18.1 - 7. Bir vektörü * 909 döndürmek. 


KURAL. Bir vektörü * 909 döndürmek için, bu vektörün a * bi 
kompleks ifadesini -i veya —i ile çarpmak yeterlidir. 
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—> 
Gerçekten Şekil 173 de gösterilen OM vektörünü 909 döndürmek 
için bu vektörün as bi kompleks ifadesini i ile çarparsak 


(a-bijizaistbzz—bsigai 
elde edilir. 


Şekil 173 den görüldüğü 
— 
gibi elde edilen sonuç, OM 


—> 
e dik olan OM”' vektörünün 
kompleks ifadesi 


OM'-—b-*ai 


dir. Şekil 173 
ÖRNEK. 4-*3i vektörü --909 döndürülürse 


(44-30)i1-—3-444 
vektörü elde edilir. 


18.1 -8. Bir vektörün kompleks ifadesinin ikinci şekli 
(trigonometrik veya kutupsal şekil) 


Şekil 171 de gösterilen OM vektörünün kompleks ifadesinin kar- 
tezyen şekli olarak 
OM -a*tbi 
ifadesini bulmuştuk. Aynı şekilden 
4—rcosy , bzrsingş 
olduğu göz önüne alınırsa 


atbi—rcosp-irsino—r(cosş tisiny) 
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| OM—a-bizr(cosp-i sin 9) | 


elde edilir, Bu son ifade kompleks sayıların trigonometrik veya kutup- 
sal şekildeki ifadesidir. 


Bu ikinci şekil ifadede sayının modül ve argümanı açık olarak 
verilmiş olmaktadır. Bu şekilden kartezyen şekle geçmek için cosp ve 
sin p ifadesinin sayısal değerlerini yerlerine koymak yeterli olur. 


ÖRNEK. 4--3i-5(cos37 -isin37') dir. 


18.1 -9. Bir vektörü herhangibir « açısı kadar döndürmek. 


KURAL. Bir vektörü *g açısı kadar döndürmek için, bu vek- 
törün kompleks ifadesini (cosa Xisina) ile çarpmak yeterlidir. 


T(cosp tisinç) vektörünü ag açısı kadar döndürdüğümüz tak- 
dirde bu vektörün 7 modülü değişmeyecek, argümanı ise p *w ola- 


caktır. O halde döndürme suretile elde edilecek vektörün kompleks 
ifadesi 


rlcos (9 fa) ti sin(ç *a)) 
olacaktır. 


Kuralın da aynı sonucu vereceğini göstermek kolaydır. r(cosçp ti 
sing) vektörünü &« açısı kadar döndürmek isteyelim. Kurala göre, 
elde edilecek vektörün kompleks ifadesi 


r(cosp -- isin 9) (cosa--isina)— 
—r(cosycosa-isinçe cosa-isinacosp si sine sin a) 
—r((cos p cos a—sin p sin a) --i(sin p cos «-- sin & cos Y)| 
rlcos( --a)--i sin(--ko0)) 
olarak yukarıda elde edilen ifadenin aynıdır. 


ÖRNEK, 5(cos379 - isin379) ovektörünü * 109 döndürünüz. 

Elde edilecek vektör 

5 (cos 37" - 4 sin 379) (cos 10' 4 isin 109) — 5(cos 47” - i sin 479) 
olacaktır, 
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İHTAR. Daha evvel verilen 909 döndürmeye ait kural, bu kura- 
ın, « 2909 olması şeklindeki özel halidir. Zira 
cosa tisina —cos90'-isin90!—i 
dir. 


18.1 - 10. Bir vektörün kompleks ifadesinin üçüncü şekli 
(üstel şekil). 


e» fonksiyonunu Maclaurin serisine açmak üzere €* in serisinde 
&w yerine ix koyarsak 


pd 3 
e 
EEE e Pers 
NE — . a v* 
Sl kişy— gp iğptapt” 
2 1 N ha $ 
—A—Şp tk — e kiMe— Ek E—e) 


elde edilir, İkinci taraftaki parantezlerden birincisinin cos&x in ve ikin- 
cisinin de sing in serileri olduğu göz önüne alınırsa : 


 —cosg-isin& | 


ve bu ifadede i yerine —i konursa 


e-”—cosx—ising 


elde edilir. Bunlardan da 


r(cosptisinç) re” | 


yazılabilir ki bu suretle de bir vektörün kompleks ifadesinin üstel şekli 
olan re” ifadesi bulunur. 


Yüksek Matematik TI F.R 
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ÖRNEK 1. Modülü 5, argümanı 3” olan 4 -3i kompleks sayısı- 
nı üç şekilde ifade ediniz. 


4-431 5(co0s379 * isin379) <5 e3T'i 


Genel olarak rei? ifadesinde g yi, radyan cinsinden yazmak ge- 
rekirse de pratik olarak derece cinsinden yazılabilir. 


ÖRNEK 2. 4--3i sayısının eşleniğini üç şekilde ifade ediniz. 


4—3i-5(cos379 — isin379) —5e—-3': 
dir. 


İHTAR. Üstel şekildeki yazılışı kısaltmak üzere 


5e/37 , 5/37 


sembolleri de kullanılabilmektedir. 


18,2 Kompleks sayılarla hesap. 


18.2 -1. İki kompleks sayının eşitliği. 
abi ve c*di kompleks sayılarının eşit olabilmesi için 
a—c ; bd 
olması gerekir. Bu takdirde 
TT 3 gı 


eşitlikleri de mevcut olur. 


ÖRNEK. 3 td4i-a-4bi olabilmesi için 
az3 , bz4 


olmalıdır. 
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3—4i eşitliği imkânsızdır. Çünkü reel bir sayı imajiner bir sayı- 
ya eşit olamaz. 


a*biz0 ise 


dır. 
atbizdi olabilmesi için 


a0 , bzd 
olmalıdır. 


18.2 -2. İki kompleks sayının toplamı. 


— — 
Kompleks ifadeleri abi ve c*tdi olan OM, ve OM, vektör- 
lerini göz önüne alalım. Şekil 174. 


Bu iki vektörü geometrik 
olarak toplamak için M, den 
OM, ye paralel ve eşit MR 
doğrusunu çizelim. Toplam vek- 

—> —> 


tör, OM, ve OM, vektörleri 
üzerine kurulmuş paralel ke- 


—> 
narın köşegeni olan OR vek- 
törüdür. Bu bir geometrik top- 
lamdır. R in ox üzerindeki 
izdüşümü P olsun. Bu tak- 
dirde AP—c ve BR>—d ola- Şekil 174 
rak toplam vektörün bileşenleri 


OP-asc ve RP-bs4d 
olur. Bunlar da verilen vektörlerin, reel kısımlarının toplamı ile 
imajiner kısımlarındaki i nin katsayılarının toplamıdır. O halde top- 


lam vektörün kompleks ifadesi 


(a4*c)t(bitd)i 
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dir. Bu da bize iki kompleks sayının toplamının, reel kısmı toplanan sa- 
yıların reel kısımları toplamına eşi ve imajiner kısmı da toplanan sa- 
yıların imajiner kısımlarının toplamına eşit bir kompleks sayı olduğu- 
nu gösterir. Yani 


| (a-bi)i(etkdi)z(ate)i(bidji | 


dir. 
Toplam vektörün modül ve argümanı 


b*-d 
arc 


rsy(atols(bidi , tgo 
dır. 


Benzer şekilde iki kompleks sayının farkı olan kompleks sayı da ta- 
nımlanabilir, Gerçekten 


| (a 4 b -(0t 80) (0-0) 4 (0 adi) 


olduğu kolayca gösterilebilir, 


İHTAR. Eşlenik iki kompleks sayının toplamı reel bir sayıdır. 


(atbij)t(a—bi)-l2a 


ÖRNEK 1. 3 *4i ve 1-*i sayılarını toplayınız. 


Bu sayıların modül ve argümanları 
rı sNİİA—5 ve ny ei -y2 
4 1 
tEY- 5 . tgn--l 


yı 53 , ge > 459 


dır. Bu sayıların toplamı ise 
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(3-41) (111): (311) t(411)i—41t5j 
olup modül ve argümanı 
yi i5-yv41m66 


igç ve pg 2519 


dir. Toplam sayının modül ve argümanı ile toplanan sayıların modül ve 
argümanları arasında basit bir. bağıntının bulunmadığı sonuçların kar- 
şılaştırılmasından kolayca görülebilir, 


18.2 -3. İki kompleks sayının çarpımı. 


İki kompleks sayımın çarpımı, modülü bu sayıların modülleri çarpı- 
Mına ve argüman da bu sayıların argümanları toplamına eşit bir 
kompleks sayıdır. 


Gerçekten 
(G4 bile tkdi)—acsbcisadisbde 
— (ac — bd) * (be adji 
—m-İni 


veri -yYaib , rr—ye kd olup 
rms n? — V(ac— bd) 4 (bc ad 
—VaecBd—2acbd ad 4 2bcad 
VD) MEYE) 
Ve tbiyer-drırn 


olarak çarpım olan sayının modülünün, çarpılan sayıların modülleri 
çarpımına eşit olduğu gösterilmiş olur. 


Çarpım olan sayının argümanı ise 
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VE tg çı -2 », İREM EZ © olduğu göz önüne alınırsa 


EYL tEY, 


İEP 1 igyigo 


— tg(9ı 1 9) 


ve buradan da 
e-gıta 


olduğu görülerek yukarıda söylenen kuralın doğruluğu gösterilmiş 
olur. 


ÖRNEK 1. (3*4i) (1*i) çarpımını yazınız. 
3 140)(14i1)-3 14 143i41-42——147i 
olup modül ve argümanı 
Vr 71 


igç 1 --7 . ÇE 989 


dir. Verilen sayıların modül ve argümanları ise 


Tızö , 7 MZ , gı Z 589 , yı 2 45 


olarak 


rr, 52 50 —r 
gı ty -53* 45-989 —o 
dir. 


İHTAR. Eşlenik iki kompleks sayının çarpımı reel bir sayıdır. 


| (a-bija—bi)i-atb | 
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Trigonometrik şekil halinde çarpma. 
Tı(cos 9,-* isin yı)'rı (Cos o tisin 93) — 


— TırglcoS Yı C08 9, * isin Yy, COS 93 * 


i sin 92 cos çı --# sin 9, SİN ©) 


—rıra;((cos p, cos p> — sin 9, sin E3) * 


i (sin 9, cos 92 sin 9; cos Çı)| 
— rır;lcos (91 * p:) ti sin (91 t G:| 
olup çarpımın sonucu, modülü r,r, ve argümanı gı İç; Olan bir komp- 
leks sayıdır. 
Üstel şekil halinde çarpma. 
rı ei?i. p, gi: — pır, ei(Yıt 92) 


olarak elde edilen sonucun, modülü rır, ve argümanı çı tp, olan 
bir kompleks sayı olduğu kolayca görülür, 


ÖRNEK 2. 
5 (cos 539-4 sin 539).V2 (cos 459-5 sin 450) — 
—5V2 (cos (53 4 45) $- 5 sin (53 -- 45)) 
— V50 (cos 980 < i sin 980) 
ÖRNEK 3. 


5e*i . YZel"i -5y/3e'i-5y2 4 98 


Geometrik şekilde çarpma. 


abi ve c*tdi kompleks sayılarının çarpımını temsil eden 
vektörü, çarpılan sayıları temsil eden vektörler yardımiyle elde ede- 
biliriz. 
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—» 
abi kompleks sayısı OM, vektörü 


—> 
cidi kompleks sayısı OM, vektörü 


ile verilmiş ve 


OM, in modülü r, , argümanı (ı ; 


—> 
OM,nin modülü r, argümanı ©; ? 


olsun. Şekil 175. 


Bu iki sayının çarpımının argüman 


Pİ 
olacağından çarpımı temsil eden vektör 0x 
ekseni ile p açısını yapan OR doğrultusun- 
dadır. O halde problem, bu doğrultu üzerin- 
de r—r,r,; uzunluğunu tesbit etmektir. 
Bunun içinde ox ekseni üzerindeki 1 ap- 
sisli noktayı M, ile birleştirelim. Meydana 
gelen OİM, açısını OM, üzerine taşıya- 


ES 
lum. Yani OlM, — OM,K olsun. Bu takdir- 
Şekil 175 de M,K doğrusunun ©» doğrultusundaki 
doğruyu kestiği nokta aranan RK nokta- 


EMA A A 
sıdır. Yani OR—r—r,r, dir. Gerçekten OIM, üçgeni ile OM,R 
üçgeni benzer üçgenler olup 


Li 
Tı ÖR 
yazılarak OR - Tır, — olduğu görülür. 


18.2 -4. Moivre formülü. 


Çok faydalı olan bu formül, iki kompleks sayının çarpımı kuralın- 
dan kolayca çıkarılabilir. Trigonometrik şekildeki çarpımı düşünerek 
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(cos e -isiny)?—(cosç-jisin ç)(cos ei sin 4) 


cos (9-9) kisin (EY) 


ll 


— cos2Ze-tisin 2p 
yazılabilir. Aynı şekilde 
(cos e isin p)—(cos po sisin p))(cosçe-isin ç) 


— (cos 2p -i sin 24) (Cos e Hi sin ©) 


cos (26 -ç9)--isin (29 * 9) 
- cosd3e ki sin 39 


bulunur. Böylece devam edilirse 


(cos çe-*-isin p)"—cosne--isin no 


elde edilir ki bu ifadeye Moivre Formülü denir. 
ÖRNEK 1. cos3a ve sin3e yı hesaplayınız. 
cos da--isin3e—(code--isin a) 
— C08'a 4-3 cos/a:i sina 4-3 cosa:i? sin? 4- © sin'a 
— (cos'a —3 cos & sin”ci -4(3 cos'a sin & —sin'a) 
olarak her iki tarafın reel ve imajiner kısımları eşitlenirse 
cos 34 — cos —3 cos & sin? 
sin 36 —3 cos'a sin & —sin'a 
ve bunlardan da 
COB 34 —C0S'a —3 cos & (1 — cos'a) 
sin 34 —3(1— sinla) sin a —sin'a 


ve nihayet 
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cos 3a—4cos'x—3cosa ; sin3a—3sina—d4sin'a 
bulunur. 


Bu örneğe benzer şekilde 
cos ma--isinma—(cosa-isin a)” 


den faydalanarak cosma , sinma da hesaplanabilir. 


Moivre formülünü, n pozitif ve tam bir sayı olarak çıkardık. Hal- 
buki bu formül, mn in pozitif negatif tam ve kesirli bir sayı olması 
hallerinde de doğrudur. Şimdi sıra ile bunları da göstermeğe çalışalım. 


n in negatif tam bir sayı olması hali. 


n in negatif olması halinde formül doğru ise 
(cos e--isin y)“—cos(—noç)-isin (—no) 
— cos ”9E —isinne 
olacaktır. Gerçekten n>0 ise —n negatif olarak 


a en 1 Ni 1 
(cos p Hi sin 9) ©(cospe--isin çe)” cosno-sisin np 


. cosnpe—i sin nY 


5 — — cos np — isin” 
cos? ny -- sin? np ne ? 


dir. O halde formül n negatif ise de doğrudur. 
Şimdi de n in kesirli bir sayı olması halinde formülün doğru ol- 
duğunu yani 


Pp 
(coso-- isin) cos Ze *- isin Ş Y 


olduğunu gösterelim. 


Pp 
(co6p -isiny)?l—cosa-*isine 


olsun. Her iki tarafın g yüncü kuvvetini alırsak 
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(cos o --isin gp —(cosa--isin a)* 
elde edilir. p ve g tam sayılar olarak Moivre formülü uygulanırsa 
cos ppotisin pp—cosga-jisinge 


olur. Bu eşitliğin doğru olabilmesi için 


pozga ve a Pp 


dg 
olacağından 


P. 
(cos o isin Y)7 — cos To tisin Te 


olduğu gösterilmiş olur. 


ÖRNEK 2. (3—7i)-: ifadesini a- bi şeklinde yazınız. 
3—Ti- V58(cosgtisinş) , şs 298 
olup 
(3 — 7i)-3 — 58-06/3 (cos 29394 4 sin 2930)-?  * 
— 58-01) (cos (— 8790) 4 i sin (— 8790)1 
— 0,0022 (cos 200P - isin 2009) 
— 0,0022 (— cos 209 — isin 209) 
0,0022 (— 9,937 — 40,348) 
— 10-*(21--7,9i) 


| 


İl 


dir. 


18.2 -5. İki kompleks sayının bölümü. 


İki kompleks sayının bölümü, modülü bu sayıların modülleri bölü- 
müne ve argümanı da bu sayıların argümanları farkına eşit bir kompleks 
sayıdır. 
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abi 
cdi 


bölümünü elde etmek üzere pay ve paydayı, paydanın eşleniği olan 
c—di ile çarpalım. Bu takdirde 


abi (atbi(c—di) actbci—adi—bdö 
etdi (ctdi)jçe-—di) Per 


ac * bd bc—ad. N 
“pg İt gçgiimini 


elde edilir. Bu sayının modülü 


Nİ orme ac--bd;* , (be—ad) 
Toymin e (EE) erd 


—| Ja*c? 4 bd? 4 2Zacbd 4 bc? 4 a'd* — 2Zbcad 
(2 * y 


— ye MA B( kd) Çak b)(c td) 
(G2 CE MY (e? * e)? 


YER Veb rn 
NV eş-& yep r 
dır ki bu da kuralın verdiği sonuçtur. 
Şimdi de bölüm olan sayının argümanını bulalım. 
be -ad 
igo. Std&  be—ad 
EO akbd acet bd 
2d 


olup pay ve paydayı ac ile bölersek 


bd 
a c İg Yı—İE ©: Ni 
EE —— —-— ii igwtgo, tg (9ı— 92) 
145: 


ve buradan de 
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gı g 
olduğu görülerek yukarıda söylenen kuralın doğruluğu gösterilmiş olur. 
3*46 
ÖRNEK 1. ırı Vi hesaplayınız. 
VE Ta — 4 0 
rı -4—5 , tg 91 , YIZ58 
ni -i-y2 , tg -1-1 , YE 459 
olarak 
— z — — am e y50 . — 0 9 — 0 
— JE 5 353 ; ç <53'—459—8 


dir, Buna göre bölüm 
3,53 (c0s89' kisin 89) 
dir. Bölümü kartezyen şekilde hesaplamak istersek : 
3-4 (3 -44)(1—i) 


şi aşı 7 -“yiğzi 
olup 
AR şa v3 
VİTA sa 
0,5 e 
İEP şe ve 9-8 
dir. 
ÖRNEK 2. EZ” 


RrikLe sayısının modül ve argümanını bulunuz. 


İfade iki kompleks sayının bölümü şeklinde olup modülü bu sayı- 
ların modülleri bölümüne eşit olacağından 


nn... RLw 
On NŞR It 
dır. Payın argümanı 91909 ve paydanınki 
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Lu Lw 
tg 9e——— , gp arctg—- 


K K 
olup 
9—91—0;- YW8- o, 
dir. Buna göre 
tg o— ig (00—oj)- cotg o,- ıı. 
tE 92 


Trigonometrik şekil halinde bölme. 


rı(cos p,--i sin ©) 
Tı(cos p;--i sin 92) 


bölümü de yukarıdaki kurala göre 


77 Teos (91— 9) *i sin (91—0o9)1 


R 


Lu 


dir. Gerçekten yukarıdaki ifadenin pay ve paydasını, paydanın eşleniği 


ile çarparsak 


rı (C08 p,t isin 9,) o rı (cos çı t 6 sin 9;)(cos p,—i sin 9) 
Ta; (Cos p;-*-isin ©) OT: (Cos p>*-i sin 92)(cos p—i sin 9;) 


— Tı COB 9, COS p,—İ sinçı sin y>-- 4 sin 9, COS9,—i sin 9, COB Şı 


Ta cos? 97 —i? sin? ©; 


Tı (cos ı C0S p>-8in9ı sin 9,) 4 (6 sin çı Cos p,— sinp, Cos Çı) 


T; cos” 93 -* sin? ©; 
Pı Pı, 
-.. (eos (91— 9) * i sin (9,—9)j)l 


elde edilir. 
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Üstel şekil halinde bölme. 


me” Ti sie —ea) 
T3 e! 9: T2 
N O Mi , 
olarak elde edilen sonucun modülü a ve argümanı gı—-ç; Olan bir 


kompleks sayı olduğu görülür. 


5e8i 5VE 
ÖRNEK 3. esi” 2 © 


Geometrik şekilde bölme. 


1 bi 
—; m Ti bölümünü temsil eden vektörü, pay ve paydadaki sayı- 


ları temsil eden vektörler yardımiyle elde edebiliriz. 
> 
a * bi kompleks sayısı OM, vektörü , 


—> 
cidi kompleks sayısı OM, vektörü 


ile verilmiş ve 


-> 

OM, in modülü r, , argümanı (ı , 
—> 

OM, nin modülü 7; , argümanı ©> 


olsun. Şekil 176. 


Bu iki sayının bölümünün ar- 
gümanı 
P—pR 
olacağından bölümü temsil eden 
vektör ox ekseniile p açısı- 


nı yapan bir doğrultuda olacak- 
tır. O halde problem, bu doğrul- 


Mi N Tı - 
tu üzerinde r— 9 uzunluğunu 


Şekil 176 


tesbit etmektir. Bunun içinde M,, 
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M, noktalarını birleştirelim. Birleştirme çizgisinin, bölen vektörün 
OM, doğrultusu ile teşkil ettiği açıyı, bir kenarı ox ekseni olmak üze- 
re ox ekseni üzerindeki i apsisli noktadan itibaren çizelim. Açının çi- 
zilen ikinci kenarının p doğrultusunu kestiği R noktası aranan uzak- 
lığı verir. Yani 


A â 
dir. Gerçekten bu çizime göre OiR üçgeniile OM,M, üçgeni benzer. 
olduklarından 


olduğu görülür. 


18.2 -6. Bir kompleks sayının tersi. 


Bir kompleks sayının tersi, modülü bu sayının modülünün tersine 
ve argümanı bu sayının argümanının aksi işaretlisine eşit bir kompleks 
sayıdır. 


Gerçekten 
Il 0 a—bi . G—bi 
atbi (a-bi)(a—bi) sb 
a —b 
lr * Pa izm-4ni 
olarak 


a b? 
r YE — Nip * 


FU) 


AN A NN 
Verev ye» rr 


ve 
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—b 
çan &*b b | iç 
tgç——, <— ——-- ——İgfŞı- İg(-e) 
-b 
olarak e —gı dir, 


N 1 
ÖRNEK Ba sayısı? 


Tızö ve 9,539 olarak rs , 9 —53 


olan bir sayıdır. 


18.2 -7. Bir kompleks sayının kuvveti. 


129 


Bir kompleks sayının herhangi n.kuvveti, modülü bu sayının 
modülünün n.kuvvetine ve argümanı bu sayımn argümanmn n ka 


tana eşit bir kompleks sayıdır. 


n defa 
(a*-bi”"—(as-bijla-bi)::::'(G- bi) 


çarpımına eşit ve a--bi için 


n YAT , tey 


olup (a-* bi)” için: 
Tres r (ası 
9E—0911911t::**İkgızağı 

âir. 


lebilir. 


Yüksek Matematik YI 


Bu sonuçlar trigonometrik ye üstel şekillerde daha kolayca görü- 


FP. 9 
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Ir (cosp-j-kisiny)"—1 (cos o ti sin 9) 
—r"(cosnçe-isin ro) 


olarak sonuç 7” modüllü ve np argümanlı bir kompleks sayıdır. 
Aynı gekilde 
« ei?yr — ra gin9 
olarak aynı sonuç kolayca görülebilir, 


ÖRNEK. (2€e)3-8e2i—8/12 


182-8. atbi sayısının kare kökü. 


Bir kompleks sayının kare kökü, modülü bu sayının modülünün ka- 
re köküne ve argümam da bu sayınn argümanımn yarısına eşit bir 


kompleks sayıdır. 


Görülüyor ki bir sayının kuvveti kuralında 7 -5 alınırsa kare 


kök kuralı elde edilir. 


ÖRNEK 1. 3$*4i sayısının kare kökünü hesaplayınız. 


VW tdizm*ni 


olacak şekilde m ve n yi hesaplıyalım. Bunun için de her iki tarafın 


karesini alalım. 
34dizm im -lmn—m—uasdimn 
Her iki tarafın reel ve imajiner kısımları eşitlenirse 


3-8 -—m» , 4-27mn 
ve ikincisinden 


2 
m — 
n 


elde edilip birincide yerine konursa 
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4 
3z m almik 


nm -3n—4-0 
olup 


elde edilir. Yalnız - 1 cevap olabileceğinden 
ns #l ve mz £2 

elde edilir, Bunlara göre kare kök olarak modülleri eşit 
m*-ni ve —m—ni 


cevapları elde edilir. 


Görülüyor ki, bir kompleks sayı biri diğerinin simetriği olan iki 
kare köke maliktir. Özel olarak —1 in kare kökü *i dir. 


İHTAR. V—a*bi verilmiş ise 
vVZarbi)ziyarbi 
yazılarak evvelâ vV atbi hesaplanır ve ile çarpılır. 
ÖRNEK 2. V221116i-iV31-16i-i4(48—16i) 
—-16t4,8i 


J8.2 -9. Kompleks sayıların üstel ifadeleri üzerine muhtelif 
ihtarlar. 


1. ei?zcosçş*tising olup p-Zr yapılırsa 


eni—cos2rı-isin2Zrasiti0-1 
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elde edilir, Bu sonuçtan faydalanarak 
e'-et(cos2r--isin 27) me*.elTi—ert2ri 


ei — ei ri 


bulunur. Bu fonksiyonu, y kompleks olarak €* şeklinde düşünürsek, 
fonksiyonun Zrxi peryoduna haiz bir peryodik fonksiyon olduğu görü- 
lür, 


2. eStiY-e eiT—et(cosY--46sin”Y) 


yazılabileceği kolayca görülmektedir. 


e“ tİY— e4(cosY-ki sin Y) 


3. e"izcosa tisinra——144.0-—1 


den 


e"i——1 


olduğu kolayca görülmektedir, 


18.2 -10. Bir kompleks sayının n. mertebeden kökü. 
(cos p-isin o)“ cosnopottsin ne 


Moivre formülünden faydalanarak kompleks sayıların herhangi 7. mer- 
tebeden köklerini hesaplamak mümkündür. 


Evvelâ n-2 halini inceliyelim. 


X2—r(cosoe--isin 6) 
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olsun. İkinci taraftaki sayının kare kökünü 
Xs-p(coesw-isin vw) 


kabul ederek p ve w yı hesaplıyalım. Son ifadenin her iki tarafının 
karesini alırsak 


X?-p (cosw-*isinu)—p)(cos2w-*ijisin Zw) 
r(cosp-tisin o) Pp (cos 2v ti sin 26) 
elde edilir. Bu ifadeden 
per 
cos P— cos du duz te -Zkr 
due -dkr 
sin çe < sin 2Zw 
2w—(2k-1)1—p 


eşitlikleri yazılabilir ki bunlardan ortak çözüm olarak 


p —r ; 26-9 t-2k7 
pzyr ET kR 


elde edilir, Buradan görülüyor ki p için bir tek çözüm, w için son- 
suz sayıda çözüm vardır. Ancak kare kök için k nın çift ve tek değer- 
lerine karşılık olarak 


K-vr(eoa İsi sin 2) 


— fu) H , 
xsvyr cos (5 tm) ti sin çin — Vr (c08 gri sin —) 


şeklinde iki çözüm mevcuttur. Bu iki değerin eşit fakat zıt işarette ol- 
duklarını kolayca görmekteyiz. 
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& reel ve negatif bir sayı olsun. Bu sayı argümanı x olan 
yatay bir vektörü gösterir. Bu sayının kare kökünü arayalım. Yukarı- 
da görüldüğü gibi 


(Cos 2-4-5 sini 
X —V—a(cos gti sin) 
dir. O halde kökler 

X—iV—a ve X-—iy—a 
dır. 


ÖRNEK 1. vi yi hesaplayınız. 


TK MEMEK 
i— cos bisin-- 
olup 
—— T NR 
x-vi (cos > * isin) 
dir. Buna göre 
1-4 14 
Vi — v2 ve Vi s——— 
dir. 


n. MERTEBEDEN KÖK. 


A-—r(cosg-tisinç) sayısının ». mertebeden köküolan X 
hesaplıyalım. Buna göre 


X&.xA veya X“—A-—0 


olup aranılan kökler Xv— A—0 denkleminin kökleridir. 
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X —p(cosu tisinu) 


kabul ederek p ve w yı hesaplıyalım. Bunun için de ifadenin her iki 
tarafının 7”. kuvvetini alalım. Buna göre 


»—-p"(cosutisinuj)"—p* (Cos ne-$ sin now) 
r(cos o ki sin 9) -—p” (Cos Nw--i sin nw) 
olup bu ifadeden 
—p 
cosp—costwu NY e 2kr 


nuzpot2kx 
sinp —sin”w 
nuz (24511) rx—e 


eşitlikleri yazılabilir ki bunlardan ortak çözüm olarak 


pr , neyi zZkn 


— © 2k 
p—"Yr pi vt A 


elde edilir. Bunları yukarıda yerine koyarsak r(cosy t ising) sayı- 
sının ». mertebeden kökü olarak 


m NN KN 24x) <3 (2 2k) 
X- Vr|eoa |. 4 252 tisin|-- 4 —— 


bulunur. Kök sayısı ” dir. Bu bakımdan bütün kökleri bulmak için 
k ya 0,1,2,..., (n—1) değerlerini vermek yeterli olacaktır. 
ÖRNEK 2. 1 i hesaplayınız. 


X<1<c0s0*t isin0 
olup 


3 3 
dir. k ya 0,1,2, değerleri verilirse 


X-1 (con 2kr. ; sin 5) 
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zi 

Ni 2... x 1 ,vy3,. 
Xı- cos İisin— ——- 1 -İ 
Ni 4x: .. â&rk Oi v3 . 
X3— COB —- bisin— ——— — 2 


elde edilir. Bu köklerden X,, X, kökünün karesine eşittir. 


Gerçekten 
1 | v3 | ıi v3. 8 ı v3. 
2. — —. ——— — m m —— ız e e —— 2 
xi-İ- 2 v8) 1 İZ 3 giz 
dir, 
Ss ALV3,.. 
Kıs — 2 higiza 


olarak kabul edilirse X,—a? olur. Böylece 1 sayının küp kökü 
1l,« ve & dir. Bu sayılar aynı zamanda © —-1—0 denkleminin de 
kökleridir. 
Aynı şekilde hareket edilerek 
VI içn *İ,-—1,i,—i 
VI işin a.e, *1,—1,—h, 2 


sonuçları bulunur, 


ÖRNEK 3. 32(cos50' $ isin50) sayısının 5. mertebeden kökü- 
nü hesaplayınız. 


5 599 , 3809k a 3609 k İl 
—s5 adli Şa Km 
Xx < 35 | co (58 *t 5 Ji sin (5 *$ 5 


X — 2(c0s (109 4- 7204) 4 $ sin (109 $ 720X)1 


olarak k ya 0,1,2,3,4 değerleri verilirse 
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Xı-2 (cos 109 45 sin 109) 

X2-—2 (cos 820-4 i sin 829) 

X;—2 (cos 1549 46 sin 1549) 

X4—2 (cos 2269-4 sin 2269) 

Xs-2 (cos 2980--i sin 2989) 
bulunur. 


18.2 -11. Fuler formülleri. 


18.1-10.da ei* ve e-iX ifadelerini seriye açmak suretiyle 


ei —cosx tisinz 
e-/*—cosw—isinx 
bağıntılarını hulmuştuk. Bu bağıntılar Ewler formülleri adını alır. Bu 
formülleri taraf tarafa toplamak ve taraf tarafa çıkarmak suretile 
e*İe-i*—2cos& 


e:—e-i*—>Zising 


ve bunlardan da 


formülleri elde edilir. 


ÖRNEK. 


Sı cos a4 cos (a-h) cos (a--2h)-4 


S5 —sina4 sin(a-h)4* sin (4-4 2h)-- 
toplamlarını hesaplayınız. 


..-$ cosflas(n—i)h) 


..ss-- sinfat(n«—1)h| 
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İkinci ifadenin her iki tarafını i ile çarpıp birinci ile toplarsak 
Sı--i8,-— (cosa-*isin a)-*(cos(a-h)-*-isin(44*-hJ4*...-* 


coslatin—i)hl--3 sin (4-4 (n—ijhj 
Sı-iSyzeis ş gileth) 4 gilerih) $,,, gilatin A) 
—ei(l4e'kşe'-? 4... şe'(-Di) 
e'h olan bir geo- 


elde edilir. Parantez içindeki toplam ortak çarpanı 
'metrik serinin ilk 7 teriminin toplamı olup 


| nh il nh 
. ginh —1 , e 2 e 2 —e ! 2 
Mhz ia o... a 
Sı--iS—e e e KİR ni 
e 2 e 2. gi? 
—ı nh şah 1 nh 
ia 5 Me 2 eg 2  ilaşlç a) BİR 
— OR 7 in 
3 ML ili 
e 2—e ? ın > 
sin 
n—i, . n—İ,. 2 
-İconta * “21 m 44 sina 4 5m) —- 
sin > 


ve her iki tarafın reel ve imajiner kısımları eşitlenerek 


sin gh 

Sı z cos (a 4755 Mo 
gin DE 

sin a2 

8, sin (6 İŞİM e 
sın DE 


bulunur. 
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18.2-12. cos” x ve sin” x in hesabı. 


1 (ei * - giy” 


ei*-ei* m Ni 
———— 4 gm 


c08 .-| 2 


yazılarak ikinci taraf binom açılımına tâbi tutulur terimler guruplan- 
dırılırsa basit bir ifadeye varılır. 


ÖRNEK 1. cos'& in hesabı. 
4 — 1 ix —i xy 
cos “(e te”) 
— içler kdeite-ir46elt çit pğeir gir per 
— i tir 2x —dix —4ix 
> ig e k-4e*46-4d4e -e-“*) 
— izler ke) 4 4 (et 4 en) 46) 


olup Euler formüllerine göre birinci parantezin 2c0s4x ve ikinci pa- 
rTantezin 2c0s2x olduğu göz önüne alınırsa 


cost — 1 (2 cos4x-4.2 cos2x--6) 


c08İg 5 (c084x-4c0s2x-*3) 
elde edilir. 


ÖRNEK 2. sin'x in hesabı. 


1 
(di) 


siniz — (e*—ei*y 
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— p (ei.x —5 gi” gTi” K 10 gesi” gli” —10 gir gi” 4 


Şeiterlir. g-5i») 
ip (eiir— 5 gi» ru 10 gi” — 10 gi” * 5 g3 xXx. e-Sir) 


——. 
— 


— E | (eöi* iz ei ”) be 5(eti * —a *) * İ0(ei* gi 7 


olup, Euler formüllerine göre, birinci parantezin 2isin5x, ikinci pa- 


rantezin 2Zisin3zx ve sonuncu parantezin 2isine olduğu göz önüne 
alınırsa 


siniz — e (2i sin5x — 104 sin 37 4-201 sin x) 
PE (2 sin 57 —10 sind3x * 20 sin&) 
agg 
e > j Z 
Tİ (sin 5x —5 sin 37-10 sin 0) 
bulunur. 
18.2-13. x kompleks bir sayı olduğuna göre sin x ve 


cos xinA # Bi şeklinde yazılması. 


Euler formüllerinde x yerine ix koyarsak formüller 


cos i— Bike sin 4g — Bile je 
m : o 2 20 
: re * ni *—e 
Cos iz— z , sin ix 5 i 


şeklini alır. 


Şimdide sing ve cosx i ÂA-Bi şeklinde yazmağa çalışalim. 
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x—atbi 
olsun. O takdirde 


cosa-—cosla-bi)—cosacosbi—sinasinbi 


eb 4 e-5 , e —e- . 
gz “sina 


— 3 


—cosa 


olur ki bu da 
Cos Z<A Bi 


şeklindedir. Benzer şekilde sin&w de bu şekle sokulabilir. 


ÖRNEK 1. cosi yi hesaplayınız. 


cos izzz ete” 
© 2 
olup x—i yapılırsa 
—1 
cos iz > zchi 


elde edilir. 
ÖRNEK 2. sin(14 4) yi hesaplayınız. 
sin(i--ö)—sinicosi--sini cosi 


e-e e—el. 
3 tcosl —— —i 


—sini 


zsinichi-icosishi 


7 


ÖRNEK 3. sin | 3 *ilog 2) yi hesaplayınız. 


sin (> kilog 2) — sin > cos(i log 2) - sin(i log 2) cos 


— cosli log 2) 
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1 
2t2 
2 2 4 


Ni eler 2. e l93 2 


18.2 -14. Bir kompleks sayının logaritması. 
r(cosg t isin) 
kompleks sayısının logaritmasını hesaplamak isteyelim. 
log r(cosptising) -a*bi (1) 


kabul ederek & ve b yi hesaplıyalım Bunun için de (1) ifadesinden 
tekrar r(cosg tisiny) sayısını bulalım. (1) den: 
r(eosp * ising) — e“tİİ—es(cosb *isinb) 
yazılabilir. Her iki tarafın reel ve imajiner kısımları eşitlenirse 
re“ ve azlogr 
cosp—cosb , b-*#ç1t2kx 


b pt 2kx 
sinp—sinb , 
b— (2k t1)x—ş 
ve bunlardan ortak çözüm olarak 


az—logr , b-çet2kr 


logl r(cosp -4sino)J—logr-*-(94-2k170)1i | 


ÖRNEK, /-* yi hesaplayınız. 


elde edilerek 


bulunur. 


loga'—bloga ve abes" 
olup 


R 
5-2 — g-2ilogi — ç—d2illoglt(, 4 2kr)il 


r 
— e—2il(ç t2km)il- grt4kr 
dır, 
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18. BÖLÜME AİT PROBLEMLER. 


1) (3 --5i) (4—i)>? Cevap. 17-4 17; 

2) (5—80)(2—5i) (2— 30) —? Cevap. —183 -8i 
3—i 7 19. 

3) 455i Cevap. Ti 
50 -9i 

4) ——5- Cevap. 2 --5i 


5) 18 * 13i 


EE3D6 6) Cevap. 0,689 -- 0,391 t 


6) £—(1 *2i)(2—3i)(240)(3—2i) sayısının reel olduğunu gösteriniz. 


Ni Iki N N 
NY Kİİ sayısını abi şeklinde yazınız. 
kri 
Cevap. z2— Eri 


8) a ve b reel sayılar olduğuna göre: 
G&tai)jlb-yi)—<4$s3i 


olabilmesi için x ve y ne olmalıdır 


Cevap. bx? —4x * a(ab—3)—0 ; y 7 - 
»z ANE sayısının modül ve argümanını bulunuz 
Vi ti 
Cevap. r—1 , gp T KIkr 


10) —1--55 sayısını trigonometrik şekilde yazınız. 


1) i—i sayısını trigonometrik şekilde yazınız. 
— ir . . Tr 
Cevap. V2: (cos -g” ti sin —) 


12) 8 --8i şayısını trigonometrik şekilde yazınız. 
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Cevap. V73 (cos 209 30 -- £ sin 20930) 


13) 242i sayısını trigonometrik şekilde yazınız. 


Cevap. 2V2 (coş 459 -& sin 459) 
14) —3--3i sayısını trigonometrik şekilde yazınız. 
Cevap. 3V2(cos 1359 £ i sin 1359) 
15) —1—V3i sayısını trigonometrik şekilde yazınız. 
Cevap. 2(c0s 2409 $-i sin 2409) 
16) V3—i sayısını trigonometrik şekilde yazınız. 
Cevap. 2(cos 3309 4 i sin 3309) 
17) 2—2i sayısını trigonometrik şekilde yazınız. 
Cevap. 2V2 (cos 3159 --i sin 3169) 


18) —1-4-V3i sayısını trigonometrik şekilde yazınız. İ 
Cevap. 2(cos 1209 #-& sin 1209) 


19) 2V24-2V2i sayısını trigonometrik şekilde yazınız. 
pi 1 i 4 

20) Ge “ö) i hesaplayınız, 

Cevap. —I 

ı iy? , 
20) YE” vE ü trigonometrik şekilde yazınız. 
3 

Cevap. cos LE —; sin -— 


1 i 243 N 
22) çet) ü hesaplayınız. 


Tr EE V3, 1. 
Cevap. cos-o tisin—— tzi 


20) 


24) 


25) 


26) 


21) 


28) 


29) 


33) 


34) 
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(& Nİ EE) | Tİ ifadesini hesaplayınız. 
Cevap. 
1 ib (lı iv, . 
KE t VE — vE — vE ifadesini hesaplayınız. 
Cevap. 


d-V3ö-01—v385 ifadesini hesaplayınız. 


—2i 


Cevap. 92 


(4(cos 209 4 i sin 209) 1 (3(cos 259 4-£ sin 25)) ifadesini hesaplayınız. 


Cevap. 12(cos 459 --5 sin 459) 


(3(cos 809 -- i sin 809) J (6(cos 1309 --& sin 1309)7 ifadesini hesaplayınız, 


Cevap. 18(c0s 2109 --8 sin 2109) 


12(cos 549 --i sin 549) | 


3(cos 28 Si sin20) Cevap. 
42 (cos 459 4 i sin 459) 
2(cos 3159 ii sin 3109) ? Cevap. 
S(cos 20 $i sin 209) . 
ö(cos 409 4- i sin 40) Cevap. 
(18(cos 409 -i sin40)9 FP 
İzicos 609 ki sin 6v)İ* —? Cevap. 
ç S(cos 159 Ki sin 159) 7”, Ceva 
“10(cos 459 Ki sin 430) | © Pp. 


(cos 309 -- i sin 300) 4 4(cos 600 <-i sin 609) | 
2(cos 159 si sin 159) 


2V3 *2i 

2V2i. 

15 , 15V3 
lar mek 
—18 —16y3i 
1. 

4096 


Cevap. (—56—32V8) 4 (96 -4-56V3)8 


—V33.. ıl v3y —? Cevap. 
—: 


Yüksek Matematik İl 


—i*4i 


FP. 40 
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85) (1140) 4(1 iy? Cevap. —4--2i 

36) GE —? Cevap. —d z d 

37) (1—i9? Cevap. 16 

38) (ER) ? Cevap, —>-.* v i 
39) ii) —? Cevap. 55 i 

40) EN —? Cevap. yiti 


41) avebyiosuretlebelirtinizki x—Ii-i sayısı x'--ax'45—0 denk- 
leminin bir kökü olsun. 


Cevap. a——2 ; b——16 


42) a ve b yi o suretle belirtinizki x—14i sayısı x94ax74b-0 denk- 
leminin bir kökü olsun. 


Cevap. a—2 ; bh -—-32 


43) (2 ki)eltİDx ça. j)İ—3i)x  ;tadesinin bir reel sayı olduğunu 
gösteriniz. 


44) 10 e“İi,20.-10i., Cevap, 200 gi 


—5'4 , 30'i 
45, Je o de SE —? Cevap. 29 ,709i 
se “İzgi 21 


46) (2e İ“İp (42'i, 5 Cevap. 32 e 50 


20 e *İV5p iç 8 


47) - 
5 g720 i 


—? Cevap. 40 gö3'i 


N 209; .; 
(2—100).5e —) C 194 e 13f.50 i 
48) pa Zİ! evap., N 
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| 0 EN Si) 
6 ' 4 3 5) 7 
49) Me 2e (Ge — 09 Cevap, 312. 3V2 i 
, 9r İl 2 z 
Wi >“ 
, 1 
— i arctg 2 
50) 2 -i-V5e olduğunu gösteriniz. 
1—2i 
50) e yi e*tbi şeklinde yazınız. 


Cevap. E (1-0 


. 
iz -log3 
52) e ifadesini abi şeklinde yazınız. 


3 
Cevap. vE *p 


34-4ri 


53) e 3 ifadesini a--bi şeklinde yazınız, 
Cevap. —e 5 F v3 | 


54) g2 “İ.. ,—iTi * e İTİ ifadesini a bi şeklinde yazınız. 
Cevap. 1 
5ri 


55) 2e “ ifadesini abi şeklinde yazınız. 


Cevap —V3 $i 


56) “V—1—? 60) vi? 
sn VI2T—7 6) Viky3i—? 
58) İV32—? 6) Vİ8i—? 


59) *V—16—? 69) İY2i—3 —? 
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64) 


65) 


75) 


16) 


1 


78) 


79) 


80) 


V2V3—2i—? 
Ya 41” 
Y2 42 Y51—7 
MW k2y3i—7 


sinix i a-kbi 


68) 


şeklinde yazınız. 


Cevap. 
shle iy) yi abi şeklinde yazınız. 

Cevap. 
ch(2—3i) yi abi şeklinde yazınız. 

Cevap. 
chix i atkbi şeklinde yazınız. 

Cevap. 
ch2xi yi a-hi şeklinde yazınız. 

Cevap. 
pti yi a--bi şeklinde yazınız. 

Cevap. 
logi yi atbi şeklinde yazınız. 

Cevap. 
cosri yi a--bi şeklinde yazınız. 

Cevap. 
(- di sayısının modülunu bulunuz 

Cevar. 


G—Dİİİ ifadesini abi şeklinde yazınız. 


© — 2k 
Cevap. V2e 


6) İV3Zicos 50 Hisin 500)? 


ishx 


cosyshx-tisinychx 


cehd cos3—ish? sin3 


cosx 


chr 


4 Gi (iz. 4 logy2) -i sin ( $ ni | 


19. BÖLÜM 


UZAY ANALİTİK 
GEOMETRİ 


19.1 Uzayda koordinatlar. 


19.1-1. Kartezyen koordinatlar. 


Uzayda bir noktanın yerini belirtmek üzere çeşitli koordinat sis- 
temleri kullanılır. Biz bunlardan kartezyen koordinatları, silindirik koor- 
dinatları ve küresel koordinatları söyliyeceğiz. 


Birbirine dik ox , oy , oz eksenlerini gözönüne alalım. Bu eksen- 
ler ikişer ikişer xoy , yoz ve zox düzlemlerini meydana getirirler. 
Bu düzlemler uzayı sekiz bölgeye ayırır. Uzaydaki bir P noktasının, 
koordinat düzlemleri adı verilen bu düzlemlere uzaklıklarına, bu nok- 
tanın kartezyen koordinatları denir. Bu uzaklıklar, düzlem analitik 
geometriye benzer olarak, & , y ,z ile gösterilir. Burada & , yoz düz- 
lemine olan uzaklığı; y , 20ox düzlemine olan uzaklığı ve z de &oy 
düzlemine olan uzaklığı gösterir. 


x-—apsis , y—ordinat , z—kot 


adlarını alır. 
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P noktası yoz düzleminin ön tarafında veya arka tarafında ise 
x apsisi pozitif veya negatifdir. P noktası, 2ox düzleminin sağında 
veya solunda ise y ordinatı po- 
zitif veya negatifdir. P noktası Zİ 
woy düzleminin üst tarafında ve- 
ya alt tarafında ise 2 kotu pozi- PUyZ) 
tif veya negatifdir. Bunlara göre 
uzaydaki bir P noktası kartez- 
yen koordinatlar yardımiyle P(&, 
Y,2) şeklinde gösterilir. (Şekil 
177). 


Uzaydaki bir P noktası vek- 
törel olarak ta tanımlanabilir. ox, 
oy ,oz eksenlerinin birim vektör- 


> *——> 
leri t,j,k iseler P(x,y,2) 
noktası için 


yazılabilir, 


19.1 -2. Silindirik koordinatlar. 


P noktasının oy düzlemin- 
deki izdüşümü olan M noktası- 
nın kutupsal koordinatları ile P z 
noktasının 2 kotuna bu nokta- 
nın silindirik koordinatları denir 
venokta P(P,0,2) şeklinde gös- 
terilir, Şekil 178. 


P(p,8,2) 


P noktasının kartezyen koor- 
dinatları ile silindirik koordinat- 
ları arasında 


2-pc0s0, yPsing ,2 2 


Şekil 178 
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bağıntılarının bulunduğu kolayca görülebilir. 


19.1 -3. Küresel koordinatlar. 


P noktasının O başlangıç noktasına 
uzaklığı r ,OP doğrusunun oz in pozi- 
tif yönü ile yaptığı açı p ve OP nin 
oXxy düzlemindeki izdüşümünün ox in 
pozitif yönü ile teşkil ettiği açı 9 olmak 
üzere T,0,p ye P noktasının küresel 
koordinatları denir. (Şekil 179). 


P(r,9,*) 


Küresel koordinatlarla kartezyen ko- X 
ordinatlar arasında Şekil 179 


&—Tcosfsinp , y-Tsingsiny , Z2z-7c0Sg 


bağıntılarının mevcut olduğu kolayca görülebilir. 


19.1 -4. İki nokta arasındaki uzaklık. 


Koordinatları ile verilen P,(2&,,Y,,2,) ve 
P:(22)Yy,2:) (o noktaları arasındaki uzaklık 
— 


P,P, vektörünün uzunluğuna eşit olup (Şekil 
180) Xx 


Şekil 180 


—> A m AE in a A Kn 
a—)|PıPi-Va— zı kya — yı 4 (2 — 2) 


dir. 
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19.1 -5. Bir doğrunun doğrultu açıları, doğrultu kosinüsleri, 
doğrultu sayıları. 


Bir doğrunun ox , oy , oz eksenlerinin pozitif yönleri ile yaptığı 
&«,B,y açılarına bu doğrunun doğrultu açıldrı, bu açıların kosinüsleri 
olan cosa,cos$,cosy ya bu doğrunun doğrultu kosinüsleri denir. 
Bunlara göre bir 2 doğrusunun doğrultu açıları 


uz (os, , Boy) , yoz) 
dir. 


Şimdi de P,(X,,yı,2ı) ve P(5,y;,2:) noktaları ile verilmiş 
bir ) doğrusunun doğrultu kosinüslerini hesaplıyalım. «,8,y açıları 


İ ile ox,oy,oz eksenleri arasındaki açılar yani P,P, vektörü ile 


>-——»— 


#*,j,k birim vektörleri arasındaki açılar ve PP.) zd olarak 


> > > 
PıP,.i—|PP,|cosa — dcosa 


0 —X, 2 dcosa | 


> > — 
P,P,.jS|PP.|cosB-dcos6 


Y—Yyızdcos$ 


PP,.k — |P.P:leosy > dcosy 


dır. Bunlardan 


3 — Kı 
cosa-———İ 
d , 


C0S B — Yı 


elde edilir. 
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Bu bağıntıların karelerini alır taraf tarafa toplarsak, 


e ayi 2 
cos? a -- coslB 4 cos? — (2 — 1)? 4 (Y— yı)? t (22 — 21) 


dg 
ve 19.1-4. deki bağıntı gözönüne alınırsa 
conta 4 cos? 4 cos? Y İz — 1 Z 
cos? -cos?B6-4-cos?Y—1 sağl 
elde edilir. 3 —y 


O noktasından Z doğrusuna 
İ paralelini çizelim. Bu iki doğ- 
runun doğrultu açıları birbirine Xx 
eşittir. 7, Üzerinde herhangibir 
P(a,b,c) noktası alalım. P, ye- Şekil 181 
rine Ö ve P, yerinede P alın- 


mak ve OP—d kabul etmek suretile (Şekil 181), 


veya 


bulunabilir. Doğrultu kosinüsleri ile orantılı olan a,b,c ve (4-0), 
(W — yı) , (22— 2) şeklindeki sayı üçlülerine 7 doğrusunun doğrul- 
tu saytlar, denir. O halde O dan 7 ye paralel çizilen 7, doğrusu üze- 
rindeki herhangibir noktanın koordinatları Z veya 1, doğrusunun doğ- 
rultu sayılarını verirler. Kolayca görülür ki bir doğrunun sonsuz sayi- 
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da doğrultu sayıları bulunur. Benzer şekilde Z doğrusu üzerinde alına- 


cak herhangibir VW vektörünün bileşenleri de bu doğrultunun doğrultu 
sayılarını veriler. 


—> > 
1 doğrusu üzerindeki OE—e birim vektörünü gözönüne alalım. 
Bu vektörün E uç noktasının &,b,c koordinatları ele alınırsa bu 
takdirde d—1 olarak 


cos cosB cosY 1i , 
a b e 1 
yani 
a—cosa , b-cosB , c— cosy 


bulunur. Bu da bize e birim vektörünün bileşenlerinin bu vektörün 
doğrultusunun doğrultu kosinüslerini verdiğini gösterir. O halde bir 
birim vektörünün bileşenleri aynı zamanda o vektörün doğrultusunun 
doğrultu kosinüsleridir. 


Doğrultu kosinüsleri bir doğrunun doğrultusunu ve yönünü verirler, 
doğrultu sayıları ise doğrunun yalnız doğrultusunu verirler, 


Doğrultu sayıları biliniyor ise doğrultu kosinüsleri kolayca bulu- 
nabilir. Gerçekten 


cooa cos$ cosY 1 
a b cd 
ve 
cos? 4 -- cos? 4 cos? Y—1I 
olup 


cos?'a - cos*B *cos'Y 
ab 4e Ni 


P—a şb ie ve d- *yasbşıc 


dir, Buna göre 


1 
“di 


cos& Cos cosY 1 


a b e Oya şbişci 


ve bunlardan da 
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a b 
coOgsa — ————— COSU— —— —— a —— 
*VYe şe ' B Eva şbiici 
MA 
O Yi ie 


bulunur. 


ÖRNEK 1. P,(6,4,—5) noktasını P,(0,—5,13) noktasına 
birleştiren doğrunun doğrultu sayılarını ve doğrultu kosinüslerini bu- 
lunuz. 


— 
PıP; vektörünün bileşenleri P,P, doğrusunun doğrultu sayıları 
olup 


dir. 
Doğrultu kosinüsleri ise 
Va Ve —y(-6Y 4 (9X2 4 (18) 21 
olup 
2 3 6 
COSE—— 7. , cosf — —7 coB T— - 
dir. 


ÖRNEK 2. Bir 2 doğrusuiçin «—60*,8-—45' olduğuna gö- 
re y nın mümkün olan değerlerini bulunuz. 


c082 4 --c08?B -- cos? Y—cos?609-4 cos?459 4 cos*Y—I 


1 1 2y— 
4 tg teos 1-1 


1 1 
2 — 
cos” Y , cos Y— * > 


olup 


dir, 
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ÖRNEK 3. Koordinat eksenlerinin doğrultu kosinüslerini bulunuz. 

> —> — 

Koordinat eksenlerinin doğrultu kosinüsleri bu eksenlerin t1,j,k 
birim vektörlerinin bileşenleri olup 


ox ekseni için Üy 


1,0,0 
oy ekseni için 0,1,0 
0,0,1 


oz ekseni için 


, 


dir, 


19.1 - 6. İki doğru arasındaki açı. 


Doğrultu sayıları (4,,b,,€,) 
ve («,,b.,c,) olan iki doğru 
arasındaki 0 açısını hesaplamak 
isteyelim. Bu iki doğruyu temsil 
eden ve bileşenleri (4,,b,,C,) ve 


(G,b:,c) olan V,,V, vektör- 
lerini gözönüne alalım. (Şekil 182) 


Vı—(a,,bı,cı) 


> 
V. 5 (&,b,c) Şekil 182 


olup bu iki vektörün skaler çarpımı 


—> —> pa > 
Vı.V:—(Yil (Val cos6 
dır. Buradan cos4 çözülürse 
m > > > > > >» > 
cos 0 — V.V CGaitbiteklaitbitek) 
La V>l Var? $ bı? $ cı? Vaz * b; pi cz 


dşaş-*- bıb,-*- cCc 


Vak bi top Vağt bi roj 


cos 0— 


elde edilir. 
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Doğrular birbirine dik ise 0-7 olacağından 


üadibb,1c6,cz0 


diklik şartı elde edilir. Doğrular birbirine paralel iseler doğrultu sayı- 


ları birbirleriyle orantılı olacağından 


— EE — 


şartı elde edilir. 


Yukarıda elde ettiğimiz cos4 ifadesinde 


Va?*-bke?—-d, ; Vazıbite—d 


kabul edilirse 


cosğ——l pp 
dı dı did, di dı 
yazılır ve 
ı bı Cı 
——— ———ce —- —c Y 
cosdı , li osdı , dı 0s Tı 
2) bı €3 
— —cosd3 . —-— Cos —— > C0S 13 
dz 2 dı B> , d, 


oldukları göz önüne alınırsa 


| COS 0 — COS a, COS a; İ COSBı COSB> 1 COS yı COS yz | 


elde edilir. 


ÖRNEK 1. Doğrultu sayıları (2,1,—2) ve (3,—6,2) 
doğrular arasındaki açıyı bulunuz. 


olan 
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413 bıbı 4 cıcı 


cog 0 EZ a 
Va? bici Vadi? 1 of 
.2.341.(6)$(2).2 0 4 
METE yetip 2 
olarak 
0 —arccos —A 
21 


ÖRNEK 2. Doğrultu sayıları (1,—6,5) olan 1, doğrusu ile 
doğrultu sayıları (8,3,2) olan Z doğrusunun birbirine dik olduğu- 
nu gösteriniz, 


A $ bıb; Haz 0 
diklik şartından 


a tbb,t066—-1.84 (—6).345.2-8—18410-—0 
olarak iki doğru birbirine diktir. 


ÖRNEK 3. 4(4,—1,—7) ile .(3,—2,1) doğrultularına dik 
olan 7 doğrusunun doğrultu sayılarını bulunuz. 


İ, Oi temsil eden vektör V,—(4,—1,—7) 


bh yi temsil eden vektör V,—(3,—2,1) 


olup bu iki doğrultuya dik olan doğrultu V,,V, vektörlerinin vektör- 
yel çarpımı doğrultusunda olacaktır. Bu doğrultunun doğrultu sayıları 
ise 


> > > 

s 5 i j k 
VAV 4 —1 —7 
3 —2 1 


vektörünün bileşenleri olacaktır. Bu bileşenler ise 
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4 —i p| 
3 —2 1 
matrisinden elde edilecek 
—i —7T —7 4 4 —i 
-2 1) * | a 3| ' |3 -2) 
determinantlarının değerlerine yani 
—15 , —25 , —5 veya 3,5,1 


olacaktır. 


19.2 Düzlem. 


19.2 -1. Düzlem denklemi. 


Düzleme dik bir n—(4,B, 
C) vektörü ve düzlem üzerinde 
bir P(&,,yı,2ı) noktası veril- 
miş olsun. M(4,y,2) de düzlem 
üzerinde herhangibir nokta ol- 
sun. (Şekil 183) 


Böyle bir düzlemin vektöryel 
denklemi 


> » 
PM.n—0 | 


Şekil 183 


dır. Bu denklem 


> — — 
PM—OM—oOP 


olduğu göz önünde tutularak 
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> > - 
(OM—OP).n-0 


—> > —> —> 
OM.n—<OP.n 


şeklinde de yazılabilir. 


—> —> >» >. 
PM—(0—2)i4(Yy—yı)jtG—z)k 


ve 
—> Nd >» —> 
u-Ai-Bj1Ck 
—> — 
olduğu göz önüne alınırsa PM.n—0 vektöryel denklemi 
—> » , — —> > > > İd 
PM.n—|((4—2)14(Yy—y) j4-(2—21) kl(4i4Bj10k)-0 


| AâA(&—e) tB(Yy—y) tC(2—2,) -0 


şekline girer. Bu denklem 


Ax1By1C21D0-0 


şeklinde olup X>,y,z ye göre lineer bir denklemdir. 


Karşıt olarak 4x4 By C24D—0 denklemi bir düzlem gös- 
terir yeter ki 


olsun. 


n vektörü düzlemin normalidir, O halde normalin 4,B,C bile- 
şenleri düzlemin normalinin doğrultu sayılarıdır. 
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19.2 -2. Düzlem denkleminin muhtelif şekilleri. 


1) Normalinin doğrultu sayıları A,B,C olanve (&,,Yyı,2,) nok- 
tasından geçen bir düzlemin denklemi 


| A(&— 5) *B(Yy— yı) $ O(2— 2) <0 | 


dır. Düzlem orijinden geçiyorsa denklem 


Ax - By- C2-0 | 


şeklini alır. 
2) Düzlemin normal şekildeki denklemi 
n normali N— (a,b,c) normal birim vektörü olarak seçilmiş 
ve P de orijinden düzleme çıkılan dikin ayağı ise 
—> 
|oP|—-p 
olduğu bilindiğine göre düzlemin denklemi 
> - > -» — 
OP.N—OM.N-—JOP|—p 
> > 
OM.N—p 
olarak 
> —- > > > —> 
(© i*-yj-*-zk)(ailbijiicek)zp 
axtby*tcz—p—0 


—> 
olacaktır. N normal birim vektörünün bileşenleri olan &,b,c ler 
aynı zamanda bu vektörün doğrultu kosinüsleri olup, 

a—cosa , b-cos8 , c-cosy 


olduğu göz önüne alınırsa yukarıdaki denklem 


Yüksek Matematik 1I 
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| Zcosa tycos$ İzcosy—p-0 | 


şekline girer ki bu denkleme, düzlemin normal şekildeki denklemi denir, 
2.1. Genel denklemin normal şekle sokulması. 
4x4-By1C2-*-D->0 
Xcosa tycosB tzcosy—p—0 


denklemleri aynı düzlemi gösteriyorlarsa, bu denklemlerdeki benzer te- 
rimlerin katsayıları orantılı yani 


4/4  B Cd Db 
cosa cosB cosY —p 
olmalıdır. Buradan 
COBa x ——————————— A cos — ———-—— — B 
*VAŞB:40 * *VA-Bİ4Cİ 
—D 


Cc 
cos Y x ———————— ma — m —ğ———— 
*VA1B'10 P *VA Bİ 4-C: 


elde edilir. p>0 olduğundan * işaretlerinden D nin işaretinin 
aksi işaretin seçileceği kolayca görülür. Buna göre, bu ifadeler normal 


şekildeki denklemde yerlerine konursa 


A4 By* C2-*-D 
*VA4-B:4G3 
denklemi elde edilir ki bu da genel denklemin normal şekle sokulmuş 
halidir. 
3) P(ı,yı,2ı) noktasından geçen ve Vı—(a,bı,c), Vi 
(a,b,c) doğrultularına paralel düzlemin denklemi 


Düzlem V, ve V; vektörlerine paralel ise düzlemin normali bu 
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vektörlerin her ikisine de diktir. O halde, düzlemin normali, bu iki vek- 
törün vektöryel çarpımı doğrultusundadır. Buna göre 


> > > 


ij k 
n—V,AV: Ğı bı Cı 
Gü: b> C7 


dir. Düzlem üzerindeki herhangibir nokta M(x,y,2) ise, denklemi 
aranan düzlemin vektöryel denklemi 


> —> —> oi > 

PM.n—PM-(V, A4 V)-0 
—> —> > 
PM:(VıA V)-0 


şeklindedir. Kartezyen denklemi ise, bu karışık çarpım ifadesinden 
«—iı Y—- Yı 2—2ı 
dı bı C1 a0 
d> b> €> 


olarak bulunur. 


4) P,(&ı yı 21) , P>(2> Ya, Za) , P,(53,Y3, 23) gibi üç noktadan 
geçen düzlemin denklemi. 


— -—> 
Problem, P,(&,,yı,2ı) noktasından geçen ve P,P,, PP, vek- 


törlerine paralel olan bir düzlemin denklemini bulmağa dönüştürülebi- 
lir, Bu takdirde düzlemin vektöryel denklemi 


— > —> 
P,M:-(P,P, A PıPg)—0 
ve kartezyen denklemi de 


4—&ı Yy- yı 2— 21 
2—Sı Yy— yı Z2—2ı | 20 
3— Kı Y— Yı 25— 2) 


164 Uzay unalitik geometri 


P,,P,,P, noktaları düzlemin koordinat eksenleri tarafından deli- 
nen noktaları ise 


P,(a,0,0) ; P,(0,b,0) , P,(0,0,c) 


olarak düzlemin denklemi 


«—â& y 2 
—a b 01-0 
—a Ö c 
veya 
be(X—a) tacytabz—-—0 
7“, Y.Z. 
a LE 
KE ŞE AN 
a b c 
dır. 


5) Koordinat eksenlerinden birine paralel düzlemlerin denklemleri 
(veya koordinat düzlemlerinden birine dik). 


oz e paralel veya xoy ye dik 
düzlemin denklemi (Şekil 184) 


Ax tBy- D—0 


dır. oy ye paralel veya xo2 e dik 
düzlemin denklemi (Şekil 185) 


4x4 C21D-—0 | 


dır. ox e paralel veya yoz e dik 
Şekil 184 düzlemin denklemi (Şekil 186) 
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By*Cz*D-O 


6) Koordint eksenlerinden biri- 
ne dik düzlemlerin denklemleri. 


dır. 


Şekil 185 


ox eksenine dik düzlem 4x4 D—0 veya x«—a 
oy » » » By-D-—0 » y-b 


oz >» » » 024 D—0 » 2-c 


dir. Koordinat düzlemlerinin denklemleri ise 


dır. 


TY Verilmiş bir düzleme paralel düzlemlerin denklemleri. 


Verilen düzlemin denklemi 4x* By*4Cz1D-—0 ise bu düzle- 
me paralel düzlemlerin denklemleri 


Av By1C21k-—0 
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şeklindedir. Bu düzlemlerden herhangibirinin denklemi aranıyorsa, bu 
düzleme ait bir bilgi yardımiyle k belirtilir ve bu denklemde yerine ko- 
nur, 


8) Verilmiş iki düzlemin arakesitinden geçen düzlemlerin denk- 
lemleri. 


Verilen düzlemlerin denklemleri 
A,x4B,y*Cz-*D,-0 , Aâx1By-1C021D0,-0 


ise aranan düzlemlerin denklemleri 
Aâ,x4B,y-1C24*D,*k(4x4*By-4C21D;) -0 


şeklindedir. Bu düzlemlerden herhangibirinin denklemi aranıyorsa, bu 
düzleme ait bilinen bir bilgi yardımiyle Kk belirtilir ve bu denklemde 
yerine konur, 


3 3 
ÖRNEK 1. PC , 5, 1) noktasından geçen ve AC , “İY 


. 13 
5 2. 2) noktalarını birleştiren doğruya dik olan 


düzlemin denklemini bulunuz. 


-) . BK 


—> 
AB düzleme dik olup düzlemin normalidir. O halde doğrultu sa- 
yıları 


7 8 13 N 15 
gt 211.511 yani 5.8, 


dir. O halde düzlemin denklemi 
5(—2)43(-0)4 5 (6-1)-0 


10—1546y—301152—15-0 


10x * 6y 1 152— 60-0 
dır. 
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ÖRNEK 2. P,(1,1,1) , P,(2,1,-1) , P-,(1,3,—1) nok- 
talarından geçen düzlemin denklemini bulunuz. 


Üç noktadan geçen düzlem denklemine göre 


a—i y—1i 2-1 


1 0 —-2 1-0 
0 2 —2 
veya 
4(7—1) *42(y—1) -2(2—1) -0 
201 y12-4-0 
dir. 


ÖRNEK 3. 2x—5y142—12-0 düzlem denklemini normal 
şekle sokunuz, 


-VA'İB!405- 4yY4425116-3y5 
olup aranan denklem 


4 


2, 5, b, Rg 
3WE “ sv6 Y'3y5 * 3y6 


dır. 


ÖRNEK 4. P(2,1,—3) noktasından geçen ve 5x—2y142— 
90 düzlemine paralel düzlemin denklemini bulunuz. 


Verilen düzleme paralel düzlemlerin denklemleri 
52—2y1d42-k—0 
şeklinde olup bunlardan P(2,1,—3) den geçeni için 
5.2-2.114.(—3)1k-—0 
10—2—124X4-—0 , k—4 
olup denklemi 


5x —2y44244-0 
dır. 
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ÖRNEK 5. xoy düzlemine dik ve P,(1,5,—3) , P.(—5,—4,11) 
noktalarından geçen düzlemin denklemini bulunuz. 


—> 
Aranan düzlem 02 e ve Pı,P, ye paralel olup bunların doğrultu sa- 
yıları 


» > 
k—(0,0,1) , PıP,— (-6,—9,14) 
olup düzlemin denklemi 
e—i y—5 213 
— 6 —9 14 (-0 
0 0 1 


veya 
32—2yt*T-0 
dır. 


19.2 -3. Düzleme ait uygulamalar. 
1. Çakışan düzlemler. 
Aâ,x*-By1tC24D0,—0 , 4x4By14C021D,-0 


düzlemleri aynı bir düzlemi gösteriyor iseler A,,B,,C,,D, katsayıla- 
rıile 4,,B,,0C,,D, katsayıları orantılı yani 


olmalıdır. 


2. Üç düzlemin kesim noktasını belirtmek için, düzlemlerin denk- 
lemlerinden meydana gelen sistemi çözmelidir. 


3. Dört noktanın aynı bir düzlem üzerinde olup olmadığını belirt- 
mek için, bunların üçünden geçen düzlemin denklemi bulunur ve dör- 
düncü noktanın koordinatları bu denklemde yerlerine konarak, bu nok- 
tanın düzlem üzerinde olup olmadığı araştırılır. 


4. Ââxt By1*1C21D0,-0 Ax1By1C2-*-D,-0 
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düzlemleri 
5 — e z e ise paralel 
A,4,--B,B,4* C,(C, 0 ise birbirine dik 
durumdadırlar 


ÖRNEK. 2x4*3y—2—2-0 , 4x46y—22—1-0 
düzlemlerinin durumlarını inceleyiniz. 


Düzlemlerin normallerinin doğrultu sayıları 


2,3,—1 ve 4,6,—2 
ve 


9larak düzlemler birbirine paraleldir. 


19.2 -4. Bir noktanın bir düzleme uzaklığı. 


P,(&ı , yı , 2.) noktasının 
A4x-*-By1C24*-D-0 
ma 
düzlemine olan IPıPl—d vw. 


zaklığını hesaplamak isteye- 
lim. (Şekil 187) 


— > — 
OP, *- P,P—OP 


olup bu eşitliğin her iki ta- 


rafını ” ile skaler olarak 
çarpalım. Bu takdirde Şekil 187 
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> —> 
rn. OP, Kn. PP-n. OP! 
elde edilir, 
—> > -» > > > > >» 
OPızaityijtak;nsAis-Bj1tCk 
olduğu göz önüne alınırsa 


- > 
A5, * By, * Oz, * İnl |PıPJ e — Aw 4 By 4 Cz 
veya 


- — 
Av * By; 4 Ozi t İn) IPıPe——D (€— 1) 


en) .d— —(Ag 4 By, Oz *D) 


dg 4214 By * Ca, *D 


> 
e İni 


> Arı $ Byı * Czıt-D 
EVA BO 


dir. Uzaklığı mutlak değer olarak hesaplarsak 


— JA Byı-- Cz1-- Dİ 
VAFBE 0 


elde edilir. 


Bu ifade genel denklemin, normal şekildeki ifadesi ile karşılaştı- 
rılırsa, d uzaklığını elde etmek için, normal şekildeki ifadede &,y,2 
yerine P, in &,,y,,2, koordinatlarını koymak gerekir. Buna göre: 


d—İx,cosatycosB*tz,cosy—p| 


veya 


Azı * Byı * Cz, *D 


d- Ki ZANA 
VA FB Gİ 
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dir. £ den D nin işaretinin aksi olan işaret seçilir. Bu takdirde, P, 
noktası ve (O orijini düzleme nazaran başka başka taraflarda ise 
d>0; aksi halde d<0 bulunur. 


ÖRNEK 1. (4,2,10) noktasının 6x—3y422—10-—0 düz- 
lemine uzaklığını hesaplayınız. 


.6:4—3.242:10—10 


d— DANE LİN 4 
V36 1-944 


Açı ortay düzlemlerinin denklemi : 


Denklemleri 


Ax By*C2*D—0 , 4x4B'y1C21D'-0 
olan düzlemlerin açı ortay düzlemlerinin denklemini bulmak isteyelim. 


Açı ortay düzlemleri verilen düzlemlerden aynı uzaklıkta olan nok- 
taların geometrik yeri olup 


(dı) > || 


den 


d-d. , d-—d, 


olarak iki cevap bulunur. Buna göre açı ortay düzlemlerinin denklom- 
leri 


Ar*tBy*C2z4*D A54By$C24D 
*VATHB'4 Cİ *yVA?4B74C7 
Aâw*By*Cz*D A471By1C24D 
EYER EVATFBTŞOT 
dir. 


ÖRNEK 2. 2x-y—22—3-0 , 6x-—-3y412214-0 


düzlemlerinin açı ortay düzlemlerini bulunuz. 


—— -————————— den 32x — 16y— 82—9-—0 


V4-114 —V36 944 


26— y—22—3 6:—3y4-22--4 
m z 


ve 
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eği 2 
” - 3 6 Sy Zak f den 47—2y4202433—0 


bulunur, 


19.3 Doğru 


19.3 -1. Doğru denklemleri. 


V 

— (a,b,c) vektörü ile tanımlı bir doğruyu gözönüne alalım. 
die. 1Yı ,2,) doğru üzerinde bilinen bir nokta ve P(x,y,2) de doğru 
üzerinde herhangi bir nokta olsun. (Şekil 188). Buna göre 


AP—iV 


<i 


vektörel eşitliği kolayca yazıla- 
bilir. Burada ? skaler bir pa- 
rametredir..Bu denklem sözü 

y edilen doğrunun ovektöryel 
denklemi dir. Bu geometrik 
eşitliği koordinat eksenleri Üze- 
rine izdüşürürsek 


x— Eat 
Şekil 188 y—ybt 
2— 2, —cİ 
veya 
xs Xı*at 
yayı tbt 
2-2 tet 


elde edilir ki bunlar da doğrunun parametrik denklemleridir. 
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Bu denklemlerden £ yok edilirse 


elde edilir ki bu da doğrunun simetrik şekildeki denklemi dir. Buradaki 
&,b,c ler doğrunun doğrultu sayılarıdır. 


Eğer doğru P,(4/,yı,2.) , P:(&,y2,2,) noktalarından geçiyorsa 
doğrultu sayıları 


2d» YY — Yı , 222, 


olup denklemi 


S—X Y—Yyı 0 O Z2—2ı 
2 — Kı Y2 - Yı 2— 21 


dir. Bu denklem, iki noktadan geçen doğrunun denklemidir. 


19.3 -2. Bir doğrunun genel denklemi. 


Bir doğru, genel olarak, paralel olmayan iki düzlemin arakesiti ola- 
rak tanımlanır. O halde bir doğrunun genel denklemi 


4,74 BıytCız-*-Dı—0 


4,54 Bıy1Cı24D:-0 


dır. Çünkü arakesit üzerindeki her noktanın koordinatları bu denklem- 
leri sağlar. 


Genel denklemi ile verilmiş bir doğrunun doğrultu sayıları kolay- 
ca bulunabilir ve dolayısile genel denklemden diğer şekildeki denklem- 
lere geçilebilir. 


Bu düzlemlerin normalleri 


Ny (4,,B,,C,) , N— (47,B,,C)) 
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ise, arakesit doğrusu bu normallerin her ikisine de dik olacağından, doğ- 
rultusu 


MAN: 


doğrultusunda olacaktır. Buna göre 


i j k 
» >» 
nAaZ| 4, Bı C, 
4 B C: 
Bı Cıl>* |, “li A1 mi 
— t *t k 
B; a) İc A; İla B: 
olarak doğrultu sayıları, 
a Bı a 
4; B, C; 
matrişinden elde edilebilecek olan 
Bı Ci Cı Ay! JA Bı 
B, C; O A;| * |4; B; 


determinantlarının değerleridir, 


Doğru üzerindeki bir noktanın koordinatları, bunlardan biri keyfi 
olarak seçilerek, genel denklemden belirtilebilir. Böyle bir nokta (X,, 


Ye, 2) ise genel denklemi ile verilmiş bir doğrunun simetrik şekildeki 
denklemi 


a—Xo Ni Y — Yo — 2 — Zo 
| B;, C, Cı Âl Aı B; 
B, O; CC; A; | A; B, 


dir, 
ÖRNEK 1. Genel denklemi 
37 42y4*-42145-0 
2-y122-4-—0 
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“olan doğrunun simetrik şekildeki denklemini yazınız. 
”-(8,2,4) , ms(1,-1,2) 


olup doğrunun doğrultu sayıları 


3 2 4 
| —1i >| 
matrisinden 
2 4| 4 :| | 2) 
—ı 2) * (2 1) ? la —1 
veya 
(8,—2,—5) 


olarak bulunur. 


Doğrunun üzerindeki bir nokta, 20 seçilirse 


32 12y- —5 
a— yâ 
3 17 3 17 
den e ş Y-—e olarak (Ş mler eli 0) dır. Bunlara 
ra göre aranan denklem 
3 17 
“5 VİS 2-0 
8  —2 —ö 


dir. 


ÖRNEK 2. (1,3,—1) noktasından geçen, —-y1t221t3-0, 
&—2-—0 doğrusunadik ve 3x12y—2x15-—0 düzlemine paralel 
olan doğrunun denklemini bulunuz. 


—-y1224-3-—0,24—2-0 doğrusunun doğrultu sayıları 


| —1 | 
1 0 -1 


mamrısinden (1,2,1) olarak bulunur. Denklemi aranan doğru 
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344 2y—2* 5-0 düzlemine paralel olduğuna göre bu düzlemin nor- 
maline dik olyr. O halde doğru, (1,2,1) ve (3,2, —1) doğrultularına 
dik olup bu iki doğrultuyu temsil eden vektörlerin vektöryel çarpımı 
doğrultuşundadır. Bu doğrultu ise 


i jâ k 
1 2 1 
3 2 —1 


vektörünün doğrultusu yani 


—4,4,—4 veya 1,—i,i 
doğrultusudur. 


Buna göre problem, çi ,3,—1) noktasından geçen ve doğrultu 
sayıları (1,—1,1) Olan doğrunun denklemini: yazmağa dönüşmüş! 
olur ki bu da 


«—i y—3 211 
1 —1 1 


| 
i 


dır. 


19.3 -3. Bir düzlemin bir doğru tarafından delinmesi. 


1) Eğer doğru, genel denklemi ile verilmiş ise, problem üç düzle- 
min kesişme noktasını bulmaya dönüşmüş olur. Yani doğru 


âwt-Byt0O21D,-0 

4wt-BytCz*D,-0 
denklemleri ile ve düzlem de 

A4x1By-*C21D,-0 


denklemi ile verilmiş ise doğrunun düzlemi deldiği noktanın koordinat- 


ları bu üç denklemden meydana gelmiş denklem sisteminin çözüm takı- 
mıdır, 
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vz “—& o Y—Yyı. 2— 21 N 
2) Doğru a Üz — ve düzlem âe 


4x4 By-Cz214D-—0 denklemleriyle, verilmiş olsun. Bu takdirde 
doğrunun parametrik denklemleri 

e—a, tat , yy tbt , 222 te 
olup doğru ile düzlemin ortak noktasına karşılık olan £, 


(da Bb t-Co)t 1 4x, Byı*C2,1D-—0 


denkleminin köküdür. Bu denklemde 


I. 4a4*-Bb4Cc40 ise bir tek: çözüm vardır. Yani doğru 
düzlemi bir noktada deler. 


H. Aa4Bb4Cc—-0 ve 4v,1By CDO ise çözüm 
yoktur. Bu takdirde doğru düzleme paraleldir. 


NI. A4Aa* Bb Cc—0 ve 4x, Byıt-C2 4 D—0O ise t yi 
veren denklem özdeşlik olur ve doğru düzlem üzerinde bulunur, 


19.3 -4. Bir doğru ile düzlemin birbirine göre durumları, 


TEOREM. Doğrultu sayıları a,b,c olan bir doğru ile 
A4x*By*C21tD-—0 düzlemi: 


1) A4a1*Bb1Cc-0 olduğu zaman birbirine paralel; 


gg İ-İ-L oduğu zaman birbirine diktirler. 
a b c 


İspat : Doğru düzleme paralel ise düzlemin normaline dik olaca- 
gından: 
Aa - Bb 1 Cc-—0 


olacaktır. Doğru düzleme dik ise, normaline paralel olacağından 


ALB. CE 


a b c 
olacaktır. 
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19.8 - 5. Bir doğrudan geçen düzlemler. 


a) Bir doğrudan ve M(,yı,25) noktasından geçen düzlemin 
denklemi : 


1) Doğru iki düzlem denklemi ile yani genel denklemi ile veril- 
mişse, bu iki düzlemin arakesitinden geçen düzlemlerden M den geçeni 
aranır. 


2) Doğru iki noktası ile verilmiş ise problem üç noktadan geçen 
düzlemin denklemini bulmağa dönüşür. Bu halde denklem 


. 


z y 2 1 
Za Yo Ze 1 —0 
a yı 2 1 
w Yy 2 İ 
dir. 
3) Doğru, —— — v2 > —- denklemi ile verilmiş -ise 


P(x,y,2) aranan düzlemin herhangibir noktası olarak problem, M(X,, 
Yo» ) noktasından geçen ve a,b,c ile &,— &,Yı— ye,Zı —2e doğ- 
rultularına paralel olan düzlemin denklemini bulmağa dönüşür. Bu hal- 
de denklem 


X—21o Y—Yo 2— 20 
K—Ig Yı— Yo 21— 2010 
â b c 
dır. 


b) Bir doğrudan geçen ve verilmiş bir (a,b,,cı) doğrultusuna 
paralel olan düzlemin denklemi. 


Doğru ox — aa — ——— denklemi ile verilmiş ise prob- 


lem (4,,Yı,2,) noktasından geçen ve (a,b,c) , (&,,bı,Cı) doğ- 
rultularına paralel olan düzlemin denklemini bulmağa dönüşür. 


c) İki doğrunun aym bir düzlemde bulunması şartı. 
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Denklemleri 


we Yy. 2-28 , E-M Y-YW. 2-22. 
G1 b, Cı 4; b: Cz: 


olan doğruların aynı düzlemde olmaları şartını araştıralım. 


Mıyız) Malz, Yı, 22) , V—(a, , bı, 6) ve V.— (04, b:,6) 


.olarak UM, , Y, N V vektörlerinin aynı düzlemde olduklarını yaz- 
mak gerekir. Bunun için de bu üç vektörün karışık çarpımının sıfır yani 
—> — — 
MM; . (V, A V:) —0 
olmasını yazmak gerekir. Buna göre aranan düzlemin denklemi 
0 — Kı YW—Yı 722— 1) 


4; bı Cı —0 


&: b €». 


—1 — 
ÖRNEK 1. M(-—1,2,3) noktasından geçen ve —— —4.2 


e doğrusundan geçen düzlemin denklemini bulunuz. 


3 Ne 
Aranan düzlem, — mallar ykm yi doğrusundan geçtiğine 


— 
göre P(1,2,3) noktasından da geçecek ve MP vektörüile (—i 


— 
0,—1) doğrultusuna paralel olacaktır. MP nin doğrultu sayıları 
(2,0,0) olup düzlemin denklemi 


«—1 y-—2 2-3 | 


veyâ 
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—2Y4-2)-0 , y:2 
dir, 
& Ayi 242 . —2 ytl, 2 
ÖRNEK 2. 2-5 iş iş > gs 
doğrularının belirttiği düzlemin denklemini bulunuz. 
Bu iki doğru birbirine paralel olup bir düzlem belirtirler. A(0,1, 
—2) noktası birinci doğru üzerinde ve B(2,—1,0) noktası ikinci 


—> 
doğru üzerinde olup AB vektörü bu iki doğrunun meydana getirdiği 
düzlem üzerindedir ve dolayısile bu düzleme paraleldir, Bu vektörün 
doğrultu sayıları 


2, —-2, 2 


dır. O halde problem, 4(0,1,—2) noktasından geçen ve (2,3,—1), 
(2,—2,2) doğrultularına paralel olan düzlemin denklemini bulmağa 
dönüşmüş olur, Buna göre, verilen iki doğrunun belirttiği düzlemin denk- 
lemi 


«» y—i 212 
—2 2 —2 —0 
2 3 —1 


dan 
4x—6(Yy—1) —10(2 2) 0 veya 2x—3y—52—71-0 


olarak bulunur. 


19.3-- 6. Bir noktanın bir doğruya uzaklığı, 


Bir P, noktasının bir 2 doğrusuna uzaklığını bulmak isteyelim. 
Bunun için, P, noktasından geçen ve 7 doğrusuna dik çizilen bir A 
düzleminin 7 doğrusu tarafından delindiği P, noktasının, P, e uzak- 
lığını hesaplamak yeterlidir. Bu uzaklık aranılan d uzaklığını verir. 
(Şekil 189) 


ÖRNEK 1. P,(6,—3,3) noktasının 
24 *2y12-0 , 4x—y—32—15-—0 
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doğrusuna uzaklığını hesapla 
yınız. 


A düzleminin denklemini 
bulmak için 7 doğrusunun 
doğrultu sayılarını bulmak ge- 
rekir, Bunlar da 


2 2 i 

4 —1 —3 
matrisinden 1,-2,2 olarak 
bulunur. O halde P,(6,—3,3) Şekil 189 


noktasından geçen ve normali- 
nin doğrultu sayıları 1,—2,2 olan A düzleminin denklemi 


(—6) —2(Y-*1-3) -2(2—3) —0 
x—2y-422—18-—0 


dir. Z doğrusunun bu düzlemi deldiği noktanın koordinatları ise 7 doğ- 
rusu ve A düzleminin denklemlerinin meydana getirdiği 


20 12y12-—0 
4— y—32—15-—0 
2-2y122—18-—0 


sisteminin çözüm takımı olan P,(4,—5,2) dir. Bunlara göre aranan 
d uzaklığı 


d—-PıP,- V(6—4)24(—315)21 (3—2X-3 
dür. 


Şimdi de bir noktanın bir doğruya uzaklığını vektörel olarak diğer 
bir şekilde hesaplıyalım. Doğru 


7—“  Y—Y. 2— 7) 


a o b c 
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denklemiyle verilmiş ve noktada P,(&,,yı,2,) olsun Doğruyu tanım- 


layan vektör V— (a,b,c) dir. (Şekil 
190) P, den doğruya indirilen dikin aya- 
gı M olduğuna göre aranılan uzaklık 
P,M—d dir. Doğru üzerindeki bir M, 
noktasını P, ile birleştirelim. Bu takdir- 


—> > 
de, MıP, ile V arasındaki açı 0 ola- 


,h(Y.Z) 


M. 
rak 
Şekil 190 a NE 
ve d—)|PıM|<|MıPj| sin 6 
—> —» —> > > 
IMıPı A VI—IMPıl (Vİ sin9—diV| 
olup 
—> —> 
e İMıPı A Vİ 
IYI 
bulunur. 


ÖRNEK 2. (7, 7, 4) noktasının 64 *2y12—4-0,6x-y— 
22-100 doğrusuna uzaklığını hesaplayınız. 


Verilen doğrunun doğrultu sayıları 


8 2 1 
p Bi den (i, -6, 6) 


olup V—(1,—6,6) dır. Doğru üzerindeki bir nokta olarak 2-0 
kotlu noktayı seçersek M, ç , —2,0) olur. Buna göre 


> , 
MPı-G-5, 142,4) (5 9,4) 


olup 
ij k 
—> > > > >» 
MPAV-)Ş 9 4İ-—718i-305—43 
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Pi AYIS V(—18) (30) $ (—43) — y8B33 


ve 
Vi —VİF3EF36 — VT3 
olarak 
— MAP, A YI vE -yEz bii 
VI 
dir, 


19.3 -'7. İki doğrunun ortak dikmesi ve iki doğru arasındaki 
en kısa mesafe, 


Uzayda verilen herhangi iki doğruya ortak bir dikme çizilebilir. 
Ortak dikmenin uzunluğu bu iki doğru arasındaki en kısa mesafedir. 


Aynı düzlemde bulunmayan iki doğru 1, ve /, olsun. 7, doğrusun- 
dan geçen ve İZ ye paralel olan A düzlemini ve Lİ nin bu düzlem 
üzerindeki izdüşümünü çizelim, Bu izdüşüm doğrusunun |), doğrusu- 
nu kestiği B noktasından /, e BA dikini çizelim. Bu dik aranılan or- 


7 
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tak dikme ve BA uzunluğu da bu iki doğru arasındaki en kısa mesafe- 
dir. 


Buna göre /, üzerinde alınacak herhangi bir P noktasının A düz- 
lemine uzaklığı d— BA ya eşittir. 


Bu şekildeki tanım yolu iki doğru arasındaki en kısa mesafeyi 
hesaplamağa imkân verir. Bunu bir örnekle gösterelim. 


ÖRNEK 1. 1, (2x—y1213-0 , x1y12213-0) ve 
h (X— y—2—1-0, 3x—2—71-—0) doğruları arasındaki en kısa 
mesafeyi bulunuz. 


Il den geçen ve 1, ye paralel olan düzlemin denklemini bulmak 
üzere 1, ve /, nin doğrultu sayılarını bulalım. 


2 —1 1 


i, inkil 
, önkiler | 1 2 


| matrisinden (1,1,—1) 
1 —1 


Ii, ninkiler İş 
3 0 -—1 


| matrisinden (1,—2,3); 


İ, üzerindeki bir nokta olarak 2-0 kotlu noktayı seçersek koordinat- 
ları (—2,—1,0) olur. O halde 7, den geçen ve L ye paralel çizilen 
düzlemin denklemi 
242 yil z 
1 1 —-1(|-x—4y—32—2—0 
1 —2 3 
dır. Şimdide 1, doğrusu üzerinde herhangi bir nokta seçerek bunun A 


düzlemine uzaklığını hesaplıyalım. 7, üzerindeki nokta P(0,6, —7) 
olarak seçilirse en kısa mesafe 


gelAn* By # Onk D| |0—4.6-3.(-7)—2| 
VA BO VA rr —|s- 


olarak bulunur. 
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Ortak dikmenin denklemi. 


Ortak dikme, 7, ve ortak dikmeden geçen düzlem'ile, 7 ve ortak 
dikmeder. geçen düzlemin arakesitı olarak düşünülebilir. 


lı ve b doğruları 


2 — Sı Y-— Yı 2-2 |, E—W Y— UY, 2— 7 
Gi bı Cı , 4; b; G3 


denklemleriyle verilmiş. olsun. Bunların ortak dikmesinin doğrultu sa- 
yıları 


>— > >» 

i j k 

dı bı Ci 
ü b, © 


vektörünün bileşenleri olup 


4 — bıc; — bıcı b 47Cı— 410: cc Gıbı — abı 
dir, 


Bunlara göre ortak dikme ve 7, den geçen düzlemin denklemi 


w—2ı Yy—yı 4— 2 


G1 bı Ct 
ortak dikme ve 17, den geçen düzlemin denklemi ise 


4-13 Y-Y 2— iz 


a; b» €C7 


olup bu iki denklem ortak dikmenin denklemidir. 


ÖRNEK 2. 1, (2x—y*-2-*-3-0 , xty1t2:13-0) ve 
. (©—y—2—1 0 , 3x—2—71-0) doğrularının ortak dikme- 
sinin denklemini bulunuz. 
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1 in doğrultu sayıları (i,i,—1) (bak. ÖRNEK 1) 
I, nin doğrultu sayıları (1,—2,3) (bak, ÖRNEK 1) 


olup ortak dikmenin doğrultu sayıları 
| 1 Zİ den (1, —4, —3) 
1 -2 3 
olarak bulunur. 


İ üzerindeki bir nokta (—2,—1,0) ; 4 üzerindeki bir nokta 
P(0,6,—7) olsun. (bak. ÖRNEK 1) Bunlara göre 


Ii, den ve ortak dikmeden geçen düzlemin denklemi 


«*2 yt1 2 
i —4 —3|—7x—2y452-4--12-—0 
1 1 —1 


ve *'l, ile ortak dikmeden geçen düzlemin denklemi 


we y—6 247 
i —4 —3 | —18x—6y-422-450-—0 
1 —2 3 
olarak ortak dikmenin denklemi. 
Tx — 2y 5212-0 
9x43y— 2—25-0 
dır, 


İki doğru arasındaki en kısa mesafe (Ortak dikmenin uzunluğu) 


Bu mesafe, /, üzerindeki bir P noktasının 7, den /; ye para- 
lel çizilen düzleme uzaklığıdır. Bu düzlemin denklemi 
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—Gı Y— Yı 2—2dı 
ü, bi Cj —Ö 


a b: €3 
olup 2 üzerindeki P(7;,y,,2.) noktasının bu düzleme uzaklığı 


4-1 YW—Yyı 2 — dı 
4, bı Cı 


4; b; €> 


dir. (sonucun mutlak değeri alınmalıdır) 


ÖRNEK 3. 1/(2.—y*1213-0 , x*y312213-0) ve 
L(4—y—2—1-0 , 3x—2—7-—0) doğrularının ortak dikmesi- 
nin uzunluğunu bulunuz. 


1, in doğrultu sayıları G, 1, —1) ; üzerindekibirnokta (—2,—1, 0); 


4 nin doğrultu sayıları (1,—2, 3): » » » (0, 6,.—T); 


ve ortak dikmenin doğrultu sayıları (1,—4,—3) olarak ortak dik. 
menin uzunluğu : 


0-2 641 —7T—0 2 1 —7 
1 1 -1 11 —1 
ıi -2 3 -2 3 
d— — — 
Vi k16 49 V26 

| —5 5 

d— — 2 — ———- 

| v2s 26 


dır, 
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19.4 Yüzeyler ve eğriler. 


19.4 -1. Giriş. 


Şimdiye kadar x,y,z ye göre birinci dereceden olan bir denkle- 
min bir düzlem ve iki denklemin de bir doğru gösterdiğini gördük. 


Genel olarak, F(2,y,2) <0 şeklinde bir denklem bir yüzey ve 
herbiri bir yüzey gösteren iki denklem de bir uzay eğrisi gösterir. 


F(x,y,2) —0 şeklindeki herhangi bir denklemin gösterdiği yü- 
zey, bu yüzeyin koordinat düzlemlerine paralel düzlemlerle meydana ge- 
tirdiği arakesit eğrileri yardımiyle incelenebilir. Örneğin, herhangibir 
yüzey denkleminde 2-0 yapılırsa, x ile y arasında elde edilen 
bağıntının, bu yüzeyin &xoy düzlemi ile arakesit eğrisini göstereceği 
aşikârdır. 2, sonlu ve sabit bir değer olarak F(x,y,2) <0 da 22, 
yapılırsa > ile y arasında elde edilecek bağıntı, xoy düzlemine para- 
lel ve ondan 2, uzaklığında olan düzlemin, yüzeyde meydana getirdiği 
arakesit eğrisini gösterecektir. 


Bu kuralın uygulanmasında, herşeyden evvel yüzeyin birinci böl- 
gede koordinat düzlemleriyle meydana getirdiği arakesit eğrileri çizil- 
melidir. Bu eğriler yüzeyin şekli hakkında genel bir fikir verir. 


19.4 -2. Küre, 


Merkezi .M(h,k,l) noktasında r yarıçaplı bir kürenin denkle- 
mini bulmak isteyelim. Küre yüzeyi üzerindeki herhangibir nokta 
P(Xx,y,2) iseher P noktası için 


—> > 
|IPM|—r veya (PMX—r 


olacaktır. O halde aranan denklem 


—> 
(PM —(4—h):4 (y— İk) 4 (2—i) 
olup 
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e-MEY-tE-Dr | d) 


dir. Bu denklem genel olarak 


my 2 4Ge$tHytiz4 K—0 (2) 


şeklindedir. Buna göre, y2,22,xy li terimleri içermiyen ve &,y,2 
li terimlerin katsayıları eşit olan, x,y,z2 ye göre ikinci dereceden 
bir denklem küre gösterir. 


(2) denklemi, tam kare kılma yolu ile (1) denklemi şekline dö- 
nüştürülebilir. Bu takdirde, (1) şeklindeki denklemin ikinci tarafı, po- 
zitif ise (2) denklemi bir küre gösterir; sıfır ise, yarı çapı sıfır olan 
bir küre veya (h,k,i) merkezini gösterir; negatif ise, birşey göster- 
mez. 


Özel olarak 5 <X—1-—0 ise merkezi orijinde olan kürenin denk- 
lemini elde ederiz. Böyle bir kürenin denklemi 


“iyiazr 


şeklindedir. 


194 -3. Silindirler. 


Bir doğrunun, bir eğri üzerinde diğer bir doğruya paralel kalarak 
hareket etmesi halinde meydana getirdiği yüzeye silindirik yüzey veya 
silindir denir. Yüzeyi çizen doğru, ana doğru ve doğrunun üzerinde ha- 
reket ettiği eğri de doğrultman adını alır. 


Örneğin #(x,y) <0 denklemi düzlemde bir eğri gösterdiği hal- 
de uzayda bir yüzey gösterir. F(x,y) <0 yüzeyi, xoy düzlemindeki 
F(&,y) — 0 eğrisinin üzerinde, oz eksenine paralel olarak, hareket eden 
bir doğrunun meydana getirdiği silindirik yüzeydir. Bu silindir üzerin- 
deki noktaların koordinatlarının #(x,y) —0 denklemini sağlıyacağı 
açıktır, Aynı şekilde uzayda F(x,2) <0 denklemi ile verilen yüzey, 20x 
düzlemindeki F(X,2)0 eğrisi üzerinde, oy eksenine paralel kala- 
rak, hareket eden bir doğrunun meydana getirdiği silindirdir. Şekil 192, 
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ye siliridirini göstermektedir. 


Z 
Uzayda, 
2 2 
e zi > — 1 denklemi eliptik 
silindir 
e” y : 3 
Ey” İ denklemi hiperbolik 
5 y silindir 
y — 2px denklemi parabolik 
X silindir 
Şekil 192 adı verilen silindirleri gösterir, 


19.4 -4. Dönel yüzeyler. 


Bir eğrinin, bir doğru etrafında dönmesinden meydana gelen yü- 
zeye dönel yüzey denir. 


2'2, yüzeyin dönme ekseni ve c de doğrultman eğrinin durumların- 
dan biri olsun. (Şekil 193). c eğrisininher P noktası, dönme esna- 
.sında 2'z i eksen kabul eden bir çember çizer. Yani M merkezi bu 
eksen üzerinde ve düzlemi de bu eksene diktir. 
Buna yüzeyin bir paraleli denir. Yüzey bu pa- 
ralellerden meydana gelmiş farzedilebilir. 


Buna göre, yüzeyin eksene dik düzlemler- 
Je arakesitleri birer çember verir. 


Özel olarak, yüzeyi eksenden geçen bir 
yarı düzlemle kesersek, eksen etrafında dönen 
(c) eğrisinin bir durumunu elde ederiz. Bu 
arakesit eğrilerine yüzeyin meridyenleri denir, 


Dönme hareketini koordinat eksenlerinden 
biri etrafında ve örneğin oz ekseni etrafında 
yaparak elde edilecek dönel yüzeyin denklemi- 
ni bulmağa çalışalım. Bu takdirde yoz düzle- 
Şekil 193 mindeki meridyene &sal meridyen adı verilir. 


y4 
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Asal meridyenin denkleminin 
yh(2) 


olarak verildiğini kabul edelim. z kotlubir P noktasının yüzeye ait 
olabilmesi için, bu noktanın eksene uzaklığının MP, yarıçapına eşit 


yani PM — MP, olması gerek ve yeterdir. (Şekil 194) 
Halbuki 
PM-PO-yeity 
ve 
MP,—yh(2) 
olup 
PM — MP, 


de yerlerine konursa 


PE RR z 
| vere-na | ani 


elde edilir. Buna göre oz ekseni etrafinda dönmeden elde edilecek yü- 
zeyin denklemini elde etmek için asal meridyenin denkleminde y yeri- 


ne Vey: koymalıdır. 


ÖRNEK 1. 32-24—y? parabolunun oz ekseni etrafında dön- 
mesinden meydana gelen yüzeyin denklemini bulunuz. 


Bu denklemde y yerine v4 y) yazılırsa 


32 -24—(2-*-y) veya ©1y—24—32 


elde edilir. 
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< ÖRNEK 2. Dönel koni. 


Koninin tepesi O da, ekseni oz ve te- 
pe açısıda 4 olsun. (Şekil 195). Asal me- 
1 ridyenin denklemi 
X y—2tg9 


olup y yerine Va *y? yazılırsa 


y ve ty —2tg94 
veya 


2 y—- 2 tg'6 
Şekil 105 mm elk 
elde edilir, 


19.4 -5. İkinci derece yüzeyler. 


Denklemleri x,y,2 ye göre ikinci derece olan yüzeylere ikinci de- 
rece yüzeyler veya kuadrikler denir. Bu yüzeylerin genel denklemleri 


474 By 40224 Dıy-4 Eız-4 Fyz Ga Hy4 124 K—0 | 


şeklindedir. Bu yüzeylerden bir tanesi küre olup bunu daha evvel ince- 
lemiştik. (Bak 19.4-2.) Şimdi de bu yüzeylerden bazılarını inceliyelim. 


1. Elipsoid. 


Denklemi 


a2 2 22 
trt >l 


z 
Eİ i 
şeklinde bir yüzeye elipsoid denir. 
nl (Şekil 196) Bazı simetri özelikleri 
i vardır. Koordinat düzlemlerine para- 
lel düzlemlerle arakesitleri elipsler- 


Şekil 196 dir. a—b—c ise yüzey küre olur. 
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IM. Bir parçalı hiperboloid. 


Denklemi 
a air sek 
şeklinde olan bir yüzeye bir parçalı hiperboloid denir. Bu yüzeyin &xoy 
2 2 
düzlemi ile arakesiti ya * > — İ elipsidir. xoy düzlemine paralel ke- 


sitleri elipsler; diğer koordinat düzlemlerine paralel kesitleri hiperbol- 
lerdir. (Şekil 197). 


a—b olursa dönel hiperboloid el- 


de edilir ki xoy düzlemine paralel ke- 
sitleri daire olur. 


z 


IM. İki parçalı hiperboloid. 


Denklemi 


yy 2 ” / y 
» ag e” 
olan yüzeye iki parçalı hiperboloid de- 
nir. XOy düzlemine paralel kesitleri 
hiperboller'dir. y— b düzlemi ile ke- 
siti nokta elips; |y| > b halindeki ke- 


sitler elipslerdir. &—c olursa bu elipsler daireler olarak dönel hiper- 
boloid elde edilir. (Şekil 198), 


bi 


Şekil 198 
Yüksek Matematik II F. 13 


Şekil 197 
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IV. Eliptik paraboloid. 


Denklemi 
2 2 
a Fire 


geklinde olan bir yüzeye eliptik paraboloid denir. (Şekil 199). Bu yü- 
zeyin xoy düzlemine paralel kesitleri 
elips ve diğer koordinat düzlemlerine pa-- 
ralel kesitleri de parabollerdir. & — b ise, 
elips olan kesitler daire olarak yüzey, bir 
dönel paraboloid olur. 


Y. Hiperbolik paraboloid. 


Denklemi 


olan bir yüzeye hiperbolik paraboloid de- 

nir. Bu yüzeyin &xoy düzlemi ile ara- 
2 

— — 0 denkleminin gös- 
a 


kesiti 5 
Ge Bi terdiği iki doğrudur. &xoy düzlemine 
paralel ve onun üst tarafında kalan kesitler, eksenleri oy eksenine 
paralel hiperboller; alt tarafın- 
da kalan kesitler ise eksenleri 
ox eksenine paralel hiperbol- 
lerdir. Diğer koordinat düzlem- 
lerine paralel kesitler ise para- 
bollerdir. (Şekil 200). 


VI. Eliptik koni. 


Denklemi 
g2 » > . 
giye” 


Şekil 200 


Yüzeyler ve öğriler 195 


olan yüzeye eliptik koni denir. (Şe- 
kil 201). Bu yüzeyin xoy düzlemi 
ile arakesiti, denklemi 


2 Z 
gi 
olan nokta elipstir. xoy düzlemine 
paralel kesitleri elipsler; âiğer koor- 
dinat düzlemleriyle olan arakesitle- 
ri orijinden geçen iki doğru ve bu 
koordinat düzlemlerine paralel kesit- 
leri dehiperbollerdir. a — b ise elips 
olan kesitler daire ve yüzey de dö- 
nel koni olur. Şekil 201 


19.4 -6. Uzay eğrileri, 


Uzayda eğri, iki yüzeyin arakesiti olarak düşünülebilir. O takdirde 
eğri bu yüzeylerin denklemleriyle belirtilir. Buna göre 


F(x,y,2) 0 , G(,y,2) 0 
gibi iki denklem bir (c) eğrisini tanımlar, (c) eğrisinden sonsuz sa- 


yıda yüzey geçirmek mümkündür. (c) eğrisi bunlardan herhangi ikisi 
ile belirtilebilir, 


F(x,y,2) -1G(,y,2) <0 


yüzey ailesinden 4 nın )ı ve 7); değerlerine karşılık gelen yüzey- 
lerle (c) eğrisi belirtilebilir. 


—. 
P(x*,y,2) noktasını orijine birleştiren OP vektörünü 


—> m > >» 
|öb-aiiyite ks5r(0 
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ile gösterebiliriz. Bu vektör P noktasının yer vektörü adını alır. Nok- 
tanın geometrik yeri bir (c) eğrisini verir. Bu takdirde 


1 r(8) 


eğrinin vektörel denklemi olur. Eğer bu eğri üzerindeki bir noktanın 
koordinatları bir £ parametresine bağlı olarak 


«—f(0) , yzg(t) , z-h(0) 


şeklinde verilmiş ise eğrinin vektörel denklemi 


MO EO YOYEN YON 


şekline girer. Bu vektörün bileşenleri olan 


e-f() , yzg() , zzhli) 


denklemleri de uzay eğrisinin parametrik denklemleri olur. 


19. BÖLÜME AİT PROBLEMLER. 


DÜZLEM VE DOĞRU : 


1) Köşeleri A(3,—1,2) , B(0,—4,2) ve C(—3,2, 1) olan üçgenin ikiz- 
kenar bir üçgen olduğunu gösteriniz. 


2) Köşeleri A(3, —1,6) , B—I1, 7, —2) ve C(1, —3, 2) olan üçgenin bir 
dik üçgen olduğunu gösteriniz. 


3) AC—3, 4,8) noktasına 12 birim uzaklıkta ve ox ekseni üzerinde olan 
noktayı bulunuz. 
Cevap. (5, 0, 0) 
-> 
4) MĞ,1, —1) moktasından geçen venormali n—(1,—2,3) olan düzlemin 
denklemini bulunuz. 
Cevap. x—2y-43:43—0 
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po 
5) M(2, —1, 3) ve M,(3, 1. 2) noktalarından geçen ve a—(3, —I, —4) 
vektörüne paralel olan düzlemin denklemini bulunuz. 


Cevap. 9x—y- 7z—40-—0 


> >» 
6) M(3, 4, —5) noktasından geçen ve a—(3,1, —İ) , 65 (1, —2, 1) 
vektörlerine paralel olan düzlemin denklemini bulunuz. 


Cevap. x * 4y 4-72 4 16-0 


DD A(3,—1,2) , B(4, —1, —1) ve C(2,0,2) noktalarından geçen düz- 
lemin denklemini bulunuz. 


Cevap. 3x43y-:—8-—0 


8) Aşağıdaki denklem çiftlerinden hangilerinin paralel düzlemlere ait ol- 
duğunu bulunuz. 


a) 2x—3y-452—7-0 , 2x—3y45z2143-0 
b) 4x42y—4245-0 , 2x4y122—1-0 
c) x—2x42-0 , 2x —6z—7-0 
Cevap. a ve c 


9) Aşağıdaki denklem çiftlerinden hangilerinin. birbirine dik düzlemlere 
ait olduğunu bulunuz. 


a) 3x—y—2:—5—0 , x$-9y—3:42-—0 
b) 2x4 3y—2—3—0 , x—y—215-0 
c) 2x—ö5y12—0 , x422—3-0 


Cevap. a ve b 


10) Aşağıdaki denklem çiftlerinde 7 ve mi o şekilde belirtiniz ki bu denk- 
lem çiftleri birbirine paralel düzlemleri tanımlasınlar. 


a) 2x *iy*3z—5-—0 , mx—6y—6:4-2-—0 
b) 3x—y117—9—0 , 2x4 my42:—3-—0 
co) mx-3y—2:—1—0 , 2x—5y—iz-—0 


2 
Cevap. a) 1-3 , m--—4 ; b) 1-3, m——g ; 


, 


10 6 
© 12-5 , m-—ş 


11) Aşağıdaki denklem çiftlerinde m yi o suretle belirtiniz ki bu denklem 
çiftleri birbirine dik düzlemleri tanımlasınlar. 
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a) 3x —5y-4-mz—3—0 , x13y42e45—0 
b) 5x1y—32z—2—0 , 2x my—3:-41-0 
c) 71x— 2y—2—0 , mx4y—3:—1—0 


1 
Cevap. a) m—6 , b) m-——19 , cc) mS— 7 


19) x—yWV3242—10 , xİyW2—z743—0 düzlemlerinin teşkil et- 
tikleri dar açıyı bulunuz. 


T 
Cevap. > 


13) Orijinden geçen ve 2x— y-432—1—0 , x 12y4z:—0 düzlemlerine 
dik olan düzlemin denklemini bulunuz. 


Cevap. 7x—yn—5:-—0 
14 M2, —I1I, 1) noktasından geçen ve 2x—:-3- 1-0 , y-)0 düzlemle- 
rine dik olan düzlemin denklemini bulunuz. 
Cevap. x-*-22—4-—0 
15) A4A(1, —1, —2) , B(3, 1, 1) noktalarından geçen ve x—2y--3z—5—0 
düzlemine dik olan düzlemin denklemini bulunuz. 
Cevap. 4x—y—22—9—0 
16) M(2, —3, 3) noktasından geçen ve xoy düzlemine paralel olan düzle- 
min denklemini bulunuz. 
Cevap. 2—3-—0 
177 M5, 2, —1) noktasından geçen ve yoz düzlemine paralel olan düz 
lemin denklemini bulunuz. 
Cevap. x-5—0 
1) Aşağıdaki düzlem denklemlerinin normal şekildeki denklemlerini yazı- 
nız. . 
a) 2x—2y-4-z2:—18—0 
b) 3x— 4y—1—0 
2 2 1 3 4 1 i 
Cevap. a) Şr- yi z2—6-0 ; b) Şı— py— gzU 
19) Aşağıdaki noktaların, hizalarında denklemleri verilmiş düzlemlere ojan 
uzaklıklarını bulunuz. 


a) P(—2,—4,3) , 2x—y1*2: 43-0 
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b) P2,—1, —1) , 16x—12y-4 15z—4—0 
o) P(,2,—3) ; 5x—3y4z-4—0 
Cevap. a) d—3 ; b) dl ; c) d—0 


209 P(9, —İ, 1) noktası ile orijinin aşağıda denklemleri verilmiş düzlerle- 
re göre aynı veya başka başka taraflarda olduğunu belirtiniz, 


a) 5x—3y-*z—18—0 , b) 2x t7y-374-1—0 
Cc) x$15y-122—1-—0 , d) 2x—y412411-—0 
Cevap. a) -aynı tarafta; b) aynı tarafta; c) başka başka tarafta 
d) aynı tarafta. 
21) Birbirine paralel x—2y—22—12—0 , x—2y—22—6-—0 düzlem- 
leri arasındaki mesafeyi bulunuz. 
Cevap. d—2 


22) x*2y—22z—2—0 düzlemine d—4 uzaklığında bulunan oy ekseni 
Üzerindeki noktayı bulunuz. 


Cevap. (0, 7, 0) ve (0, —5, 0) 


23) (2x 4y—2a—3-—0 , x4y-4z2—1-0) doğrusunun koordinat düzlem- 
lerinin deldiği noktaları bulunuz. 


1 
Cevap. (2, —1,0) ş (-X>,0, —3) . 0,2,—i1) 


24) 2x—83y1z2—3—0 , x-t-3y-42z-4-1—0 düzlemlerinin arakesitinden 
ve M(1, —2, 3) noktasından geçen düzlemin denklemini bulunuz. 


Cevap. 2x--15y- 72-70 
25) 3x—2y12—3—0 ve x—2:—-—0 düzlemlerinin arakesitinden geçen 
ve x—2y-3-z-5-—0 düzlemine dik olan düzlemin denklemini bulunuz. 
Cevap. 1lx—2y—15z—3—0 
26) (2x y—2$1-0 , x1y*$2z:--1-0) doğrusundan geçen ve 


M2, 5, —3) , M:(3, —2, 2) noktalarını birleştiren doğru parçasına paralel olan 
düzlemin denklemini bulunuz. 


Cevap. 9x4 7y--8z2 47-0 


> 
27 M(2, 0, —3) noktasından geçen ve a—(2,—3, 5) vektörüne paralel 
doğrunun simetrik şekildeki denklemini yazınız. 
x—2 7g z--83 


Cevap. —5—— 35 57 
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—i 2 1 
28) M(2, 0, —3) noktasından geçen ve —— —1.7 —r doğrusuna 


paralel olan doğrunun simetrik şekildeki denklemini yazınız. 
x—2 y 243 


Cevap. >; 


29) Mı(1,—2, 1) M:(3,1, —1) noktalarından geçen doğrunun denklemini 
yazınız. 


Ni . 
30) M1, —1, —3) noktasından geçen ye a-—(2, —3, 4) vektörüne paralel 
olan doğrunun parametrik denklemlerini yazınız. 


Cevap. x»—2 41 , yx—3t—1 , z—41—3 


31) MI, —1, —3) noktasından geçen ve parametrik denklemleri x-—3i—İ, 


y2—243 , z-—5t42 olan doğruya paralel olan doğrunun parametrik denk- 
lemlerini yazınız. 


Cevap. xz3t -i , y—2—1 , z-—5t—8 
32) M(3, —1;2) , M(2.1, 1) noktalarından geçen doğrunun parametrik 
denklemlerini yazınız. 
Cevap. «112 , y-x—2--1, :<t11 
33) Mı(—6, 6, —5) ve M:(12, —6, 1) noktalarından geçen doğrunun ko- 
ordinat düzlemlerini deldiği noktaları bulunuz. 
Cevap. (9,—4,0) ; (3,0, —2) ; (0,2, —3) 
34) Bir üçgenin 4A(3,6,—7) , B(-5,2,3) ve C(4, —7, —2) köşeleri 
veriliyor. C köşesinden çizilen kenar ortayın parametrik denklemlerini yazınız. 
Cevap. x—5t--4, yx—İli—7 , z—--—2 
35) M(2,3, —5) noktasından geçen ve (3x—y--272-7 0 , x--3y— 


2x--3-—0) doğrusuna paralel olan doğrunun simetrik şekildeki denklemini ya- 
ZINIZ. 


36) (X—2y432—4 0 , 3x -2y—52—4-0) doğrusunun simetrik şe- 
kildeki denklemini yazınız. * 
x»—-2 ytli z 


Cevap. G2 54-2; 
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377 (2x -3y—2—4—0 , 3x—5y-42741-0) doğrusunun parametrik 
denklemlerini yazınız. 


Cevap. x—tİ*-İ , ya—'t , 2 -x—19t—2 


K 
38) Denklemleri — — 5 ve (X y—2:—0 , x—y-—527-9—0) 


olan doğruların paralel olduklarını gösteriniz. 


39) Denklemleri x»—2 41 , yx3t—2 , z--—6t-$1 ve 


(2x -y—4z*2—0 , 4x—y—5z244—0) olan doğruların birbirine dik olduk- 
larını gösteriniz. 


x—3 yt2 z , x*2 y—3 2$5 


MT eyş : Si yp 
doğruları arasındaki dar açıyı hesaplayınız. 
Cevap. 609 


41) (X—y—4:—5-0 , 2x4y-—2x2—4—0) , (X—6y—02427-—0 
2x-*-2y-49z—1-:0) doğruları arasındaki açının kosinüsünü bulunuz. 


” 4 
Cevap. cosYp— İşi 


42) Parametrik denklemleri x—3t—2 , y—x—4t--1 , z-—4t—5 olan 
doğrunun 4x—3y—6z—5-—0 düzlemine paralel olduğunu gösteriniz. 


43) (5x—3y422z—5—0 , 2x —y—z2—1-0) doğrusunun 
4x—3y 4 7Tz—7-0 düzlemi üzerinde olduğunu gösteriniz. 


49) 7-5 doğrusunun 2x3 42—10 düzlemini deldiği 
noktayı bulunuz. 


Cevap. (2, —3, 6) 


45), M(2, —3, —5) noktasından geçen ve 65x—3y—5z12—0 düzlemine 
dik olan doğrunun denklemini yazınız, 


48) — -—— ——-—, doğrusunun x—3y 6z 1 7—0 düzlemine pa- 
ralel olabilmesi için m ne olmalıdır. 


Cevap. m -—3 
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47 (3x—2y4243-—0 , 4x—3y-4 4731-0) doğrusunun 
2x—y-mz2z—2-— 0 düzlemine paralel olabilmesi için m ne olmalıdır. 


Cevap. m-—2 


48) Parametrik denklemleri 
xs3-4 , yzl—4 , 2 -—3--t 


olan doğrunun 4x 4*2y—4z4 D—0 düzlemi üzerinde olabilmesi için 4 ve D 
ne olmalıdır. 


Cevap. 4-3 , D-——23 


49) m ve n hangi değerleri almalıdır ki 


doğrusu 3x—2y34n:41-—0 düzlemine dik olsun. 


3 
Cevap. m——6 , 1-5 


509 xoy düzlemi üzerinde öyle bir P noktası bulunuz ki bu noktanın 
A(-1, 2, 5) ve B(11, —16, 10) noktalarına uzaklıkları toplamı minimum olsun. 


Cevap. P(4-3, —4, 0) 


5) P(, —1, —2) noktasının Al Mİİ. A doğrusuna uzaklığını 
hesaplayınız. 
Cevap. d—”7 
52) P(2,3, —1) noktasının Aİ A Tİ doğrusuna uzaklığını he- 
saplayınız. 
Cevap. d—21 


53) P(2,3, —1) noktasının (2x —-2y-1-2z43—0 , 3x—2y--22 -17—0) 
doğrusuna uzaklığını hesaplayınız. 


Cevap. d—15 
54) (2x *2y—2z—10—0 , x—y—z21—22-0) doğrusunun 


e doğrusuna paralel olduğunu gösteriniz ve bu iki doğru 
arasındaki d uzaklığını hesaplayınız. 


Cevap. d—25 


55) M(1,.2, —3) noktasından geçen ve 


Problemler 


doğrularına paralel olan düzlemin denklemini bulunuz. 


Cevap. 9x *-1ily-4 52—16—0 


56) M(2,—2.1) noktasından ve 
i xl, ya—3t 2 , z26—3 
doğrusundan geçen düzlemin denklemini bulunuz. 


Cevap. 4x --6y--5z—1—0 


yil 2-3 , xi yo? 2x3 
3 72 © —2 , 3 72 7 —2 
doğrularından geçen düzlemin denklemini bulunuz. 
Cevap. 6x — 20y—11iz-1—0 
58) C(3, —4, —2) noktasının, 
x—8 yo6 z*3 , x—2 y-3 z #8 
3 1 7 —4 , 3 1  —4 


doğrularından geçen düzlem üzerindeki izdüşümünü bulunuz. 
Cevap. (2, --3, —5) 


gg ET. gti 218 | x23i yt5 22 
og eş 5 © iş 
doğruları arasındaki en kısa mesafeyi bulunuz. 


Cevap. d—13 


60) Parametrik denklemleri 


x221—4 . ys—t44 


xdt—5 , yz—3t$5 , 2 z2—504ö 


olan doğrular arasındaki en kısa mesafeyi bulunuz. 
Cevap. d—3 


5 5 —1I 
6) xt yi z 


xz6f 19 , y——, 2 -—142 
doğruları arasındaki en kısa mesafeyi bulunuz. 


Cevap. d—'7 


203 
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62) x»—İ y-*-2 2—3 x*2 y—2 241 


doğruları arasındaki en kısa mesafeyi bulunuz. 


Cevap. d— KAR 


63) (X*y$*22-1-0 ;, x—2y—2:—1-—0) , (©x—y17—3—0 
xİy*z2z—1-0) doğruları arasındaki en kısa mesafeyi bulunuz. 


Cevar. dz vE 


YÜZEYLER : 


64) Orijinden geçen ve merkezi M(4, —4, —2) 


noktasında bulunan kürez 
nin denklemini bulunuz. 


Cevap. (X—4)2 *(y--4)2 4 (2-4-2) —36 


65) A(2, —1, —3) noktasından geçen ve merkezi M(3. —2, 1) noktasında 
bulunan kürenin denklemini bulunuz. 


Cevap. (x—3)7-4 (Y-4- 2) -4(2—1)1—18 


i 66) Merkezi M(3, —5, —2) de bulunan ve 2x—y—32411—0 düzlemi- 
ne teğet olan kürenin denklemini bulunuz. 


Cevap. (x—3)3-4(y--5)2 (2 4 2) —56 


67) x12y42243—0 düzlemine P(1, 1, —3) 


noktasında teğet olan 
r—3 yarıçaplı kürenin denklemini bulunuz. 


Cevap. (x—2)3--(y—3)0 4 (24 1X—9 


68) Merkezi (2x--4y—:—7-—0 , 
deolanve x*2y—22—2-—0 
kürenin denklemini bulunuz. 


4x-5y-2—14-0) doğrusu üzerin- 
, x İ2y—2:-4 4-0 düzlemlerine teğet.olan 


Cevap. (x*1)7--(y—3)2 4(:—3)2—4 
699 A(—2,6, —3) noktasının x2-4y742—4 küresine en kısa mesafesini 
bulunuz. 


Cevap. 5 
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70 a neolmalıdırki x4*y3/z2-—a düzlemi x4y/-4-2:—12 küresine 


teğet olsun. 
Cevap. a-—*6 


2 2 2 
TI) x—20 düzleminin 3; * 35 $ 7 —1 elipsoldi ile arakesitinin bir 


elips olduğunu gösteriniz ve bu elipsin yarı eksen uzunluklarını ve köşelerini 


bulunuz. . 
Cevap. 3, V3,(2,3,0) ; (2,—3,0) ; (2,0,V3) ; (2,0, —V3) 


2 
7. 67 hiperbolik paraboloidinin ara ke- 


72) y--6-0 düzlemiile 5 4 
sitinin bir parabol olduğunu gösteriniz ve bu parabolun tepe noktasını belirtiniz. 


3 
Cevap. (0, —6, —5) 


73) ir * Z * > —i elipsoidi ile 4x—8y-12:z—54—0 düzleminin or- 
tak bir noktası olduğunu gösteriniz ve bu noktayı bulunuz. 
Cevap. (6, —2. --2) 
»— a 3 N A , 
74) > * gz 2z yüzeyi ile 3x—y-6:z—14-—0 düzleminin arakesit 
eğrisini bulunuz. 
Cevap. Merkezi (—1, 1,3) olan bir elips. 


75) m ne olmalıdır. ki x--mz—1-0 düzlemi x24y)—22--—I yüze- 


yini bir elips boyunca kessin. 


Cevap. 1 <İm| <V2 


20. BÖLÜM 


ÇOK DEĞİŞKENLİ 
FONKSİYONLAR 


20.1 Tanım 


Bir w değişkeninin değerleri &«,y,2,... değişkenlerinin değerle- 
rine bağlı olarak belirtiliyorsa w değişkeni, >,y,2,... değişkenleri- 
nin fonksiyonudur denir ve işaretle 


uZf(,y,2,..) 
şeklinde gösterilir, Bu takdirde w, çok değişkenli fonksiyondur. Değiş- 


ken sayısı iki olursa iki değişkenli fonksiyon; üç olursa, üç değişkenli 
fonksiyon elde edilir. 


Örneğin bir dik koninin hacmı 


Veğarhfer, m) 


olup taban yarıçapı ve yüksekliğinin fonksiyonudur. 


Bir elektrik devresinin verdiği 1sı miktarı 
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OZRUÜZİ(R,i,İ) 


olup devrenin direnci, akım ve zamanın bir fonksiyonudur. 


İdeal bir gazın v hacmı, p basıncı ve T mutlak sıcaklığı ârasın- 
da 


pvuznkT 
bağıntısı vardır. Buradan 
T a e 
p-nk— , vank , IT RP” 


yazılarak p,v,7T den herbirinin diğer ikisinin fonksiyonu olduğu gö- 
rülür. 


Tek değişkenli fonksiyonlarda olduğu gibi, çok değişkenli fonksi- 
yonlar da, 27—f(x,y) şeklinde açık olarak ifade edilebileceği gibi, 
F(Xx,y,2) <0 şeklinde kapalı olarak ta gösterilebilir. 


#—f(x,y) şeklindeki iki değişkenli bir fonksiyonda &,y ler 
birbirine bağlı olmayan bir değişken çiftini gösterecektir. Böyle bir de- 
gişken çifti, özel olarak, düzlemin kartezyen koordinatları x,y olan 
bir P noktası ile geometrik olarak temsil edilir. İki değişkenin aynı 
zamanda değişmesi, bu noktanın düzlem içinde yer değiştirmesi ile gös- 
terilir. P noktasının, düzlemin kapalı bir c eğrisi ile sınırlanmış be- 
lirli bir D parçası içine düşmesini sağlıyan w,y ye bütün değer çift- 
leri verilirse, bu takdirde, x,y değer çifti veya (7,y) noktası, sınır- 
lanmış D bölgesinde (domeninde) değişiyor denir. 


Örneğin x,y değerçgifti (x—a)X24* (yY—b)i<r eşitsizliğini 
sağlıyan değerleri alıyorsa, bu takdirde P(Xx,y) noktası, merkezi 
(G,b) ve yarıçapı r olan bir dairede dolaşıyor denir. 


x,y değerçifti, aa<x<a,;şb,<y<b,, eşitsizliklerini sağlı- 
yan değerler alarak değişiyorsa P(x,y) noktası köşeleri (4,,b,), 
(G,b),(a,,b) ,(a,,b)) olan bir dik dörtgende yer değiştirir. 


&#,y,2 gibi üç değişkenin değişmesi de uzaydaki bir P(X,y,2) 
noktasının yer değiştirmesi ile temsil edilir. Eğer bu nokta, bir S yü- 
zeyi ile sınırlanmış bir D hacminde bütün durumları alabilirse (&, 
y,2) noktası D domeninde değişiyor denir. Üçten fazla değişken 
için geometrik temsil mevcut değildir. 
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İşte bu bölgeler, iki veya üç değişkenli olarak verilen fonksiyonla» 
rın tanım bölgesi veya tanım domeni olarak tanımlanır. Domeni çevre- 
liyen eğriye domenin çevresi veya sınır eğrisi denir. Domenin, çevresi 
üzerindeki noktaları hariç diğer noktalarına iç noktalar denir. Domen 
yalnız iç noktalardan meydana gelmişse açık domen; çevresine git nok- 
taları da içeriyorsa kapal domen adını alır. 


(X,y,...) noktası bir D domeninde değiştiği zaman f(x,y,...) 


fonksiyonu sınırlanmış ise, bu fonksiyon D domeninde sınırlanmıştır 
denir, 


ÖRNEK 1. f(x,y) —log(1—w—y) fonksiyonunun tanım böl- 
gesini bulunuz. 


Fonksiyon ancak 
1—0-y>0 yan vity<1 


olduğu zaman tanımlı olur. 0 halde 
tanım bölgesi, Şekil 202 de gösteri- 
len 1 yarıçaplı dairenin içidir. 


ÖRNEK 2. 


Fay ve ty—it 
log(4—?—y') 


Şekil 202 fonksiyonunun tanım bölgesini bulu- 


nuz. 


Birinci terimin yani kare kökün 
reel olabilmesi için 


”*-y—120 veya &1ty>1 


olmalıdır. Logaritmanın tanımlı ola- 
bilmesi için 


4——y>0 veya 21y<4 


olmalıdır. O halde F(x,y) fonksi- 
Şekil 203 yonunun tanım bölgesi 
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&4-y 1 vee ötry—4 


dairelerinin arasındaki halkadır. Şekil 203. 


ÖRNEK 3. G(e,y) - Ve— 
tanım bölgesini bulunuz. 


e—y ia ty—i 


fonksiyonunun 


Aranılan tanım bölgesi &>wW;a1y>1 eşitsizliklerini sağlı- 


yan bölgedir. —y—0,x ty 
—0 doğruları düzlemi dört böl- 
geye ayırır; X—>y eşitsizliği bu 
dört bölgenin ikisinde sağlanır. 
Bu bölgeler x eksenini içeren 
bölgelerdir. Şekil 204. 2 -yw>1 
eşitsizliği ise 22-4 y) <1 daire- 
sinin dışındaki noktalarda sağla- 
nır. Böylece, G(x,y) fonksiyo- 
nun tanım bölgesi Şekil 204 de 
taralı olarak gösterilen bölgedir. 


y 


bd. 
dik 


Şekil 204 


20.2 Limit ve süreklilik 


20.2 — 1. Limit. 


Birbirine bağlı olmayarak &x—>a,y—b olması demek, değişken 
(X&,y) noktasının herhangi bir yoldan, gittikçe (a,b) noktasına yak- 


laşması demektir. Bu olayı 


(©,y)— (a,b) veya lim(4,y) — (a,b) 


geklinde göstereceğiz ve (x,y) değişken çiftinin iki kat limiti olarak 
adlandıracağız. Burada gerek ve yeter olan şart 


<—o2t(Yy—b)2—0 


Yüksek Matematik J1 
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olmasıdır, Bu şart 4—a—>0,y—b-—0 ile de ifade edilebilir. 


Buna göre &,y gibi iki değişkenli 2—f(X,y) fonksiyonunun 
fa,b) noktasındaki c limit değerinden şunu anlayacağız. 


İstenildiği kadar küçük bir e pozitif sayısı seçildikten sonra 


w—al<ö ve |y—b|<5 
olduğu zaman 


H(e,y) —ej e 
olacak şekilde bir 5 —5(e) sayısı mevcut ise 


(<,y)—(a,b) için f(x,y) >c 


veya 
lim f( ye 
x—xa 
y»b 

dir. 


TEOREM. u-—f(x,y) ve v—g(x,y) (fonksiyonları O(x0y) 
düzleminin bir D domeninde tanımlı olsunlar. Eğer 


limf(GG,y—c , limg«e,y—d 
x»a x—»a 
y.b yb 
ise 
lim (/(£,y) tg(,y)sctd 
Xa 


y-»b 


lim f(x.y):g(e,y)—ed ; 
X-—>»a 
y-b 


im Ü.E (4x0 
lima, yi o #9 
y-»b 

dir. 


ÖRNEK 1. lim 2 7 
xI TY e 3 11 
y-3 
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M : sin wy ,,, 4 . 
ÖRNEK 2. lim rr ir yal er 
Xx» 
yl 


20.2 -Z. Süreklilik. 


M(a,b) moktası f(x,y) fonksiyonunun tanım domeninde olan 
bir nokta olsun. Eğer 


lim 6, y-fa,b) 
76 


ise fJ(X,y) fonksiyonu (a,b) noktasında süreklidir denir. 


Yukarıdaki eşitlikte «—a- Ax, y—b-tâAy yapılırsa bu eşit- 
lik 
lim jf(asAs,b-4-Ay—f/(a,b) 
4x0 
Ay»0 
veya 
lin İfatax,b-4Ay)—f(a, b)J—0 


âx--0 
ây-0 


şeklini alır. Burada köşeli parantez içindeki ifade 2—/(X,y) fonk- 


siyonunun bir artımı olup Az ile gösterilebilir. O halde 2 f/(x,y) 
fonksiyonu sürekli ise 


lim Aâz-—0 
Âx0 
Ay-0 


dir, 

Bir domenin her noktasında sürekli olan bir fonksiyonun, bu do- 
mende sürekli olduğu kolayca söylenebilir, 

ÖRNEK. 2224 y: fonksiyonunun x ve y nin bütün değerleri 
için yani xoy düzleminin her noktasında sürekli olduğunu gösteriniz. 


“,y,Aâx,Aây sayıları ne olursa olsunlar 
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âz-((74 40X14 (Yy 1 Ay2)— (24 y) 


Az—2ı.aı4-2y.Ay-A-Ay 
olup 
lim Az—0 


Ax-0 
ây-»0 


olarak fonksiyonun &xwoy düzleminin her noktasında sürekli olduğu gös- 
terilmiş olur. 


20.3 Kısmı türevler 
20.3 -1. Kısmi türev tanımı, 


uzf(x,y,2,...) verilmiş bir D domeninde sürekli bir fonksi- 
yon olsun, Bu fonksiyonda değişkenlerden biri değiştirilir, diğerleri sa- 
bit tutulursa, u yalnız bir değişkenin sürekli bir fonksiyonu olur. Eğer 
bu fonksiyonun bu değişkene göre bir türevi mevcut ise, bu türeve “ 
fonksiyonunun gözönüne alınan değişkene göre kısmi türevi denir. Bu- 
na göre, değişken sayısında kısmi türevler elde edilebilir. 


2-İ(,y) fonksiyonunun x e göre kısmi türevi 


dz 90f 


2'x ş f.(X,y) , 0x , de 


sembollerinden biri vasıtası ile gösterilir. Bu türev tanım olarak 


dir. 


Aynı şekilde, 2 f/(x,y) fonksiyonunun y ye göre kısmi türevi 
de, A,z kısmi artımının Ay ye oranının, Ay nin sıfıra yaklaşması 
halindeki limiti olarak tanımlanır. y ye göre kısmi türevler de 
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, 


Ay» İyi y) , öz di. 


ay ' dy 


sembollerinden biri vasıtası ile gösterilir. Böylece 


02 im “İlim f(x, y-Ay—f,y) 


İY 4ye0 AY  Ays0 Ay 
dir, 
ÖRNEK 1. 2-xex'y ise 
İZ <eYary ki) S peri 
dx y ? dy 
dir. 
ÖRNEK 2. f(x,y,2) —yertxlog(W—2) 1 arctg3z? den 
KN — » 2) » KU — ex  26y 
32 — 2xye* -log(y”— 2) ; öy “ e* 4 iy 
âi, 2 |, © 
e y—& 14929 
dir, 


20.3 -2. Kısmi türevin geometrik anlamı, 


z—İ(x,y) denkleminin, uzayda bir S yüzeyini gösterdiğini bi- 
liyoruz. P(2,y,2) noktası, bu yüzey üzerindeki bir nokta olsun. P 
noktasından 20x düzlemine paralel bir düzlem çizelim. Bu düzlem üze- 
rindeki noktalar için y—b>—st. dir. Bu düzlemin S yüzeyi ile ara- 
kesiti » denklemi 


2 f(,b) 
olan bir APB eğrisidir. Şekil 205. 


d alin BE 
İz kısmi türevi APB eğrisinin P noktasındaki teğetinin eği- 


midir, Buna göre 
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Şekil 205 


SE —tgaz—f(x, b) eğrisinin P deki eğimi 


. diz e 
Aynı şekilde öy de, S yüzeyinin P den yoz düzlemine paralel 


çizilen düzlemle arakesit eğrisinin P noktasındaki eğimidir. Buna gö- 
re, düzlemin denklemi &x«—a ise 


iş —tg8-f(a,y) eğrisinin P deki eğimi 


dir. 
20.3 -3. Yüksek mertebeden kısmi türevler. 


d 
2—İ(x,y) fonksiyonundan elde edilen. iz 5 öz kısmi türevleri de 


&,y min fonksiyonlarıdır. Bu nedenle, bunlarında xw veya y ye göre 
tekrar türevleri hesaplanabilir ve elde edilenler için aynı işlemler tek- 
rarlanabilir. Örneğin 2—f(x,y) için 
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Afa) Be e 
da İs de? © 
2 fay 
0y öz) “yiz y 


ikinci mertebeden kısmi türevleri yazılabilir. Bunlardan hareket edile- 
rek de aşağıdaki üçüncü mertebeden kısmi türevler elde edilebilir. 


2 e 02 02 


de ?* ddy ? özdydz ' özdüyi 


e de 0 öz 
9ydx* ” öydxdy * dydx ? dy 
2 
ÖRNEK 1. 2-3 y—siney için özü yi hesaplayınız. 
OZ 2: ,2 
öy “ 342 — 3” cos &y 
olup 
2 3 /dz2) . 2 ai 
özöy “ör (34) —6x—2xcosxy-z'ysingy 
dir. 


Mu du du 


Tr öy töz“ 


ÖRNEK 2. u-esiny-esinz için 


olduğunu gösteriniz. 


Z e” sin , Gu. e* sin 
öz Yy ? Ios Yy 


du x . ,. Pu rl 
öy cosy--e”sinzZ ; öy 7 siny-e/'sinz 
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du. — eVco8z ou — e' sinz 
diz ? 02 
olup 
2 2 2 
iz İyi * 7 © sin y— etsin yat e sin 2 — esin 2 0 
bulunur, 


TEOREM. 2—f(x,y) fonksiyonu ve bu fonksiyonun 
İz , İs , İ”ay İM İT gz 


kısmi türevleri bir M(xe;y) noktasında tanımlı ve sürekli iseler bu 
nokta için 


CU ME m ee 
dzdy dydz Mİ) 


dir; yani yüksek mertebeden. kısmi türev almada sonuç, türev alma sı- 
rasına bağlı değildir. (Schwarz teoremi) 


İspat: 2f(x,y) fonksiyonunda y sabit kalsın ve x bir A& 
artımı alsın. Buna göre 


A2 5f(Xt45,y)—f(0,y) 


dir. Şimdide &« ve Ax isabittutup y yebir Ay artımı verelim. 
Bu takdirde 


A2 —IKes Ax. y-Ay)—f(, yt AyI—I(e A5, y) — fr,yjl 


elde edilir, İkinci tarafın herbir farkına sonlu artımlar formülünü uy- 
gularsak 


A2 -Axf'.(740,A4z,yıAy—Axf (20 Az,y) 
ve bu farka da bir daha sonlu artımlar formülünü uygularsak 


Mz —-AxAyf'y(2 0, Ar, y4 > Ay) (1) 


0<0,<1 , O<d<1 
elde edilir, 
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Şimdi de aynı işi ters sırada yapalım. Bu takdirde 
A2 —((* 4x, ys Ay—Hat A, y))i—If(e, yi Ay)— (e, y)) 
Az -AZAYP” (EA, yi Ay) © 


0<0 <1 , 0<0,<1 
elde edilir. 


(1) ve (2) bağıntılarının birinci tarafları birbirine eşit olup ikin- 
ci tarafları birbirine eşitlenirse 


âxAyf"ula kb Ax,y10, Ay) zAzAyf'. (6 654, yı Ay) 
İl 4kb,Ax.ythb Ay) fp”. (40 Ax, yi Ay) 
ve âx—>0,A4y—0 halinde 


” pa /” öf —3 UN 
Ta, Yalak, Yy) veya öğ zay 
elde edilir, 
2 2 
ÖRNEK 3. z>—sin(2x * 3y) >> > 


İSİN yon “ördy 
olduğunu gösteriniz. 


d2 02 
iz” 2 cos(2e k3y) , öy” 8 cos(2x $ 3y) 
İZ 6sineek3y) , 2 6 sine 4 By) 
dydz ? dzdy 
olarak 
8 öz 
dydx dedy 
dir, 
ÖRNEK 4 —e”sgi için ve 2 i türe 


lerini hesaplayınız. 
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du , du du 
— xy : — xg , — Ee 3 
in 7 Y* sin?z ; iz 02 > Y* c0sz | öyöz ön <4 ey)cosz 
du du Du 
—p”y . — — par . — ey - Y 
iz 7 cosz ; öy öz 707 c0s7 ; özöyöz — * (1- xyj cosz 


bulunur. Bu sonuçlardan 


du odu 
dxdydz dydzdx 


olduğu kolayca görülür. 


20,4 Bileşik fonksiyonların türevleri 


204-1. Bileşik fonksiyon tanımı, 


2—İ(w,y) fonksiyonundaki & ve y , e—x(İ) , y-—y(t) şek- 
linde ? gibi bir değişkenin fonksiyonları iseler 2—f(x,y) ye bileşik 
fonksiyon denir. Bu halde 


2 -f(2,y) -fla() yi Fi) 
dir. Örneğin 
2szesiny , e—logti, y-tö 
ise 2 fonksiyonu bir bileşik fonksiyondur. 
Aynı şekilde 2—f(x,y) fonksiyonundaki x ve y, 
-w(s,i) ,y—y(s,t) 


şeklinde s ve ti gibi diğer iki değişkenin fonksiyonları iseler 
2<f(&,y) ye iki değişkenli bileşik fonksiyon denir. Bu halde 


25 f(,y) 2 Ha(s,h) ; y(s, Yİ F(s,İ) 
dir. Örneğin 
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2-e'/* , az -scosi , yzssini 


ise 2 iki değişkenli bir bileşik fonksiyondur. 


20.4 -2. Bileşik fonksiyonların türevleri. 


zzx(() ,y—y(t) olarak 2—f(7x,y) bileşik fonksiyonu ve- 
rilmiş olsun, Bu fonksiyonun a türevini hesaplamak isteyelim. & 
ve y nin £ cinsinden değerlerini z ifadesinde yerine koymak sure- 
tile çözüm, herzaman pratik bir yol olmaz. Bu hedenle e türevini, 
başka bir yoldan hesaplayacağız. 


t bir At artımı alırsa w ve y , Ax , ây ve z de âz ar- 
tmlarını alır. Buna göre 


âz—-/f(tdâx,y14y) -f(,y) 
olup ikinci tarafa f(x,y t Ay) ifadesini ilave eder ve çıkarırsak 


Aâz-|(/(2*Ax,y4Ay)—j(2, ytây)1l*l(/(6, ytAy)—- f(x, y)) 


elde edilir. Şimdi de ikinci tarafın herbir farkına sonlu artımlar for- 
mülünü uygulayalım. Bu takdirde 


AZz—Ar fe kA, ytAy)tAyf'ılr, yı Ay) 


bulunur. Her iki tarafı At ile oranlıyalım ve A4£—>0 halinde limiti 
arayalım. Buna göre 


Az , Ar , â 
e shdataz, yay ŞT Afa, yay Şİ 


â 
im (Feta Az, y4 Ay) Zİ 
t 


Â 
*fy'(, y * 8: Ay) ri 


ve buradan da 
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di ll ğe yi 
veya 

de of dr, df dy 

dt dedi dydi 
bulunur. 


Fonksiyon, x—&x(t) ,y—y(t1) ,2-2(0) olarak u—f(X,y,2) 
şeklinde ise türev formülü 


du. 0) de O duy, OP, Ge 
dt öde 'dydti ' öz dt 


şekline girer. 


Eğer fonksiyon &—&(s,i),y-—y(s,t) olarak u—f(X,y) şek- 


du du 
linde iki bağımsız değişkene bağlı ise © türevi yerine —— » 5.” kıs- 


mi türevlerinin hesabı bahis konusu olur, Bunlar da © ifadelerinde, 


d d 
x ve y ler de iki değişkenli fonksiyonlar olduğundan, ge” , Sizler ye- 


dx ody dz ody re a , 
© Ze og; Veya >» ie kısmi türevlerini koymak suretile 


elde edilir. Bunlara göre 


du o du KANLA öy) , du du de, du dy 
O ddt'dyül”'lads isdös' diydi 


dir. 
ÖRNEK 1. 2z-e'siny, w—logt, yi den — yi hesapla- 
yınız. 
dz2 dz dr dz dy 


ae öz di * öy dt 
ve 


dz ği 2 
—ö ze —— e“ co8 
İZ e siny , y e Yy 
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olup 
a (psinya2 cos y) 
dir, 
ÖRNEK 2. 2-e9” ,4—yV8 18 , yz arctg > den eğ 


türevlerini hesaplayınız. 


KM NN 
8 de dt ' dy at 


ve 
2. , px PEK. AN 
YE 5 yere 
d. *  . dv. 5 
dt vVöşs dt Ü4s 
olup 
2. xy iy sr —eyiYy-s 
dt Vi? 4s 2-48 
dir. 


20.5 Toplam diferansiel ve uygulamaları 


20.5 -1. Toplam diferansiel. 


İki değişkenli w—f/(x,y) fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu 

d 
fonksiyonun e. , 3 kısmi türevlerinin mevcut ve sürekli olduklarını 
kabul edelim. Bu şartlar altında w—f(x;y) fonksiyonunun toplam 
diferansieli diye herbir bağımsız değişkene göre alınmış kısmi diferan- 


siellerin toplamına denir ve du ile gösterilir. Buna göre 


dir, 
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Toplam diferansieli diğer bir şekilde tanımlamak üzere, u—f(x,y) 


fonksiyonunda x e Ax,y ye Ay artımlarını verelim. Bu takdirde 
fonksiyonun toplam artımı 


âu-f(XtAr,y*tAy—f(X,y) 


olur. Bu bağıntının ikinci tarafına f(X,y 1 Ay) yi ilave edip çıkaralım. 
Bu halde 


Au —Jfe kAz,ytAy—f(, yt Ay)l* li, yk Ay) — (Gy) 


elde edilir, Bileşik fonksiyonların türevlerinin hesabında yapıldığı gibi, 
ikinci tarafın herbir farkına sonlu artımlar formülünü uygularsak 


Aâu-f(4-0 Ax, yıAyAx4f(0, yı Ay) Ay 


elde edilir. Buradaki 0, ve 0, ler 0 ile 1 arasında değerler alır. 
Hipoteze göre f, , f, kısmi türevleri sürekli kabul edildiklerinden 


fal kbAz,yıAy—fılr. ye ; limt—0 
470 


İle, Yy: AY —İya, Y) * € , lim € 0 
4y:0 


yazılabilir. Buna göre 


Av —İf (e, yy redlAcİf',(, Yt elAy 
veya 


Auf. yp Az fe, yy Ayse Are Ay 


olur. Az -ve Ay sıfıra yaklaştıklarından birer sonsuz küçük olup Aw 
da sonsuz küçüktür. Bu şekilde elde edilen Aw sonsuz küçüğünün asa) 
kısmı olan 

İzli, y) Ââx-* İt, y) Ay 


ye uZf(x,y) fonksiyonunun toplam diferansieli denir. Burada 
Ax z de ve Ay-dy olduğu gözönünde tutulursa f(x,y) fonksiyo- 
nunun toplam diferansieli 
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du — Sİ da -—— 2 dy 


şeklinde elde edilmiş olur. Buradan da görülüyor ki toplam diferansiel, 
herbir bağımsız değişkene göre alınmış kısmi diferansiellerin toplamına 
eşittir. 


Fonksiyon ikiden fazla değişkenli ve örneğin u—f(x,y,2) şek- 
linde verilmiş ise toplam diferansiel 


0f Yi kü 
du— EPİ de -——-dyi—— iz d2 


dir. 


ÖRNEK 1. 2-—log(&-*-y) den dz diferansielini bulunuz. 


u İz 2y , 2ede--Zydy 
a en çe ÜY ey 


ÖRNEK 2. u-— arctg 4 den du diferansielini bulunuz. 


LA 2 my 
z z z 
du— 77 d6- Ta Ayı —— z âz 
1427 1427 14 


du — ya dr 4 2x dy — ayda 
> -a'y 


20.5 -2. Tam diferansiel olma şartı. 


M(x,y)de-*-N(e,y)dy şeklindeki her toplam diferahsielin 
u—j(X,y) şeklindeki bir fonksiyonun toplam diferansieli olduğu 
iddia edilemez. M(x,y)de- N(x,y)dy toplam diferansieli eğer 
u—jf(x,y) şeklindeki bir fonksiyonun toplam diferansieli ise, tam di- 
jeransiel'dir denir. Şimdi böyle bir toplam diferansielin tam diferansiel 
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olina şartını araştiralım. 


M(&,y)dx* N(x,y)dy toplam diferansieli u—f/(x,y) gibi 
bir fonksiyonun toplam diferansieli ise gözönüne alınan domenin her 
noktasında 


Ma, ydı Ne, y) dy — İİ da ş 21. dy 


da dy 
yani 

3 . — 3İ 

Mia, Yy — İz , Ne, y) — 0y 
olmalıdır. /(X,y) fonksiyonu bilinmediğine göre bu şartın var olup 
olmadığını anlamak için Z- , türevlerini hesaplıyalım. Buna göre 

OM 0 . NN, öf. 

dy dydx * dx dedy 


elde edilir. Bu bağıntıların ikinci tarafları eşit olduğuna göre birinci 
taraflarının eşitlenmesinden 


OM ON 


oy de 
elde edilir. 


O halde M(x,y)de 4 N(x,y)dy toplam diferansielinin bir tam 
diferansiel, yani vu —f(x,y) şeklinde bir fonksiyonun toplam diferan- 
sieli olabilmesi için gerek ve yeter şart 


OM ON 
day Od 
olmasıdır. 


ÖRNEK 1. cosydx t (2y—osiny)dy ifadesinin bir tam dife- 
ransiel olduğunu gösteriniz. 


M(x,y) —cosy , N(x,y) <2y—2xsiny 
olup 
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iL sin MN a 
öy © m me 
olarak 
OM ON 
oy de 
dir. 


ÖRNEK 2. wsinyde *wcosydy toplam diferansielinin bir 
tam diferansiel olup olmadığını belirtiniz. 


MG,y)—&siny , N(x,y) >a&cosy 


ve 
ME ği cos Sb cos 
dy Yor öç SE y 
olarak 
İM İN 
Oy 7 öz 


dir. O halde verilen toplam diferansiel bir tam diferansiel değildir. 


20.5 -3. Yüksek mertebeden toplam diferansieller. 


uzf(x,y) fonksiyonu verilmiş olsun. Bu fonksiyonun muhtelif 
mertebeden toplam diferansiellerini hesaplamak isteyelim, Birinci mer- 
tebeden diferansiel 


df — Si da 3 di 


dir. Buradaki dx ,dy ler birer sabittir. O halde bu ifadeden bir daha 
diferansiel alırsak 


dg? 
v1 (ğe de  * zzaz du) det ayüz det 3 aye 09) dü 


Yüksek Matematik II F. 
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Mf Mf 0 
24 — 2 AE ME 2. 
df İz de Sğay de dy öy” dy 


elde edilir. Aynı şekilde diferansiel almağa devam edersek 


02 04 0 
3 aş? : 2 
df — dx dö) #2 dz ay dagy) kdv alay Dz | 


Pf öf vi 0 
dn $ zy ay) 42 dx av araz say ari ay) 


li 


olup Schwarz teöremi gözönüne alınırsa (Bak. 20.3-3. TEOREM) 


see adytizil da dy -— 5 3 y” 


g2 gi dar 


dx 


bulunur. Elde edilen bu ifadelerdeki katsayılar ve türevlerin mertebele- 
rinin Binom açılımına ait kurala uyduğu kolayca görülebilir. Bu neden- 
le değişik mertebeden diferansieller 


af -(z; de ty da) f 


2 
df — GG dn 4 y | © 


a a ye) 
34 — ye şi 

öf (az dr 5 e) j 
NE MEYO) 
d”f — ta da 4 —— EDİ ây) İ 


şeklinde sembolik olarak gösterilebilir, 
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ÖRNEK. 2-2—3xy—y? olduğuna göre d'z i hesaplayınız. 


9 d © 02 02 #z 
2 << <. <> de? S2 gz 
(35 da İ öy öy) lr de EEE dzdytazdy 
ve 
02 > , , öz  . 
Za 7 4 —3y * 2 “İS öyör 
dz 92 
öy 7 38—2Y , öy “72 
olup 
d2—4dr?—6dedy—2dy? 
dir, 


20.5 -4. Toplam diferansielin yaklaşık hesaba uygulanması. 
Fonksiyonların artımlarının değerleri, yaklaşık olarak, diferansiel- 
ler yardımiyle hesaplanabilir. Bir u—f(x,y) fonksiyonu için, çok de- 


fa, Au ile du arasındaki fark, ihmal edilebilecek kadar küçüktür. 
Gerçekten u—f(x,y) fonksiyonu için 


— 2. di 
Au— İz âxt dy Ays Ax-ed4y 


du — 2 âwk—- zi Ay 
olup 


Au--du—e, Ax e4ây 


dır. İkinci taraf Au ve du dan daha yüksek mertebeden sonsuz küçük 
olup ihmal edilebilir. Bu takdirde 


Au du 


olarak Au artımı yerine du diferansieli alınabilir. 
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Örneğin, kenarları &,y olan bir dik dörtgenin alanının, Ax,Ay 
artımlarına karşılık olan toplam artımı (Şekil 206) 


A4-(x14x)(Y*1 Ay) —ıy 
AA—-—yAâx1x4y-4 Aâx Ay 


dır. Halbuki 


7 g4 -yizt Ay 
âx 


olarak 


Şekil 206 AA — dA—ArAy 


kadardır. x ile y nin artımları çok küçük olduğu takdirde Axz4Ay 
çarpımı ihmal edilebilecek bir değerde olabilir. Şekil 206 daki taralı dik 
dörtgen ihmal edilen değeri gösterir. 


ÖRNEK 1. 2-30 1*2y' ise 2 2,y-3,4âx-0,01,A4y-0,02 
için de ve Az i hesaplayınız. 


â23(2 1 42)? 4 2(y $ Ay)? — (322 * 2y7) 
—6x Ax44yAy-43A4842Ay 
—6.2.0,01-4-4.3.0,02-4-3.(0,01)7*-2. (0,02)? 
— 0,12 4 0,24 4 0,0003 * 0,0008 
— 0,3611 
d2 —6xAx tdydAy 
—6.2.0,0144.3.0,02, 
— 0,36 
Az — dz — 0,0011 


ÖRNEK 2. (2,97)? 4 (2,05)* ün değerini yaklaşık olarak hesap- 
İlayınız. 
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uz-fe,y ya ty ve xd , ys2 
alınırsa 
(38,2) zuzy9 116-5 
bulunur. Aranılan değer ise 


j(2,9T ; 2,05) 
olup 
İ(2,97 ; 2,05) f(3 -A2,21Ay)-f(3,2) Fâw 
dir. Ax——0,03, 4y-— 0,05 olduğu gözönüne alınırsa 


du du & 2y” 
dx dy y Va Fy rr Yy 


. vAst-2IyAy 3.(-0,03)4-2.2.0,05 
O yöeşi © A 


— DA — 0,142 


bulunur ve yukarıdaki ifadede yerine konursa 


#(2,9T ; 2,05) — vV (2,97)?  (2,05)* — f(3,2) b du 
—-51t0,142—5,142 
elde edilir, 
ÖRNEK 3. Şekil 207 de kesiti görülen 


silindirin yapılabilmesi için kullanılacak gerek- 
li malzemenin hacmını hesaplayınız. 


Problemin çözümünü iki yoldan vereceğiz. 


1. yol. Birinci olarak tam olan çözümü 
hesaplayacağız. 


V— (Rk)? (hik) — Rh Şekil 207 
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V-R(ORhkİRRkİLRİ2RE İK) 


2. yol. Yaklaşık çözüm. 
İç kısmın hacmı 
İzRh 
dır. f,R ve h ın fonksiyonudur. R ve h ye k artımı verilince 
j de Af artımı alır ki bu aranan hacmı verir. 
V—aAf-df 
olarak 


İİ KN — 2 
Vs İR AR 4 ih Ah—2xRhAR-I RAK 
dir. AR—Ah—k olup 


Sr(dRhk-*4 Rk) 
bulunur. 


Bulunan iki değer arasındaki fark 
(Ak -2RR 4k) 
kadardır. Bu ise k nın kareli ve küplü terimlerini kapsar. k küçük ise 


yaklaşık çözüm, gerçek çözüm yerine kullanılabilir, 


20.5 -5. Hata hesabı. 


Bir miktarın ölçülmesinde veya hesabında bazı hatalar yapıldığını; 
gerçek değerle ölçülen veya hesaplanan değer arasındaki 


Uu—U — Au 


â . 
farkının mutlak hata; — oranının da bağıl hata olarak adlandırıldığını 


11-5 de incelemiştik. Şimdi bu konuyu değişken sayısının birden fazla 
olması haline uygulayalım. Örneğin bir sarkacın / uzunluğunun ve 
ivmesinin ölçülmesinde bir miktar hata yapılmış ise, bu sarkacın per- 
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yodunun 7 — 2x V EA formülünden hesaplanan değerindeki hatanın he 
g 


olacağını araştıralım. Z ve g nin ölçülmesinde yapılan Al,Ag ha- 
taları yeter derecede küçük iseler 7 nin hesabında yapılan AT ha- 
tası AT-—d7 olduğu düşünülerek hesaplanır. Hatanın işareti veya 
gerçek değeri üzerinde kesin bilgi sahibi olmadığımızdan hataların 
maksimum değerleri aranır ve sonuç olarak hatanın kimden küçük ol- 
duğu belirtilir. 


—f(X,y,2,...) fonksiyonu verilmiş olsun, 2,y,2,... lerin 
Ar,Ay,Aâ2,... yakınlıkla değerlerini bildiğimizi farzediyoruz. Bu tak- 
dirde w nun hesabında yapılan hata 


AuzfHa-Ae,yıdAy,21442,... )— Hay, 3,....) 
dır. 
Âr,ây,Aâz,... hatalarının mutlak değerleri yeter derecede küçük 


iseler, Aw toplam artımı yerine fonksiyonun toplam diferansieli alı- 
nabilir. Bu takdirde 
0f 


âuz İz A4 -— 


0f 


5. 
Ay - 
öy y 


Az. 


yaklaşık değeri elde edilir. Bu bağıntıdaki kısmi türevler ve bağımsız 
değişkenlere ait hatalar pozitif veya negatif olabilirler. Bunlar yerine 
mutlak değerleri konursa 


NN 
d2 


ls | Şi ZN | al 4 İİ ON 


eşitsizliği elde edilir. Bu da bize aranılan hatanın kimden küçük oldu- 
gunu yani maksimum değerini verir, 


u nun hesabında yapılan maksimum bağıl hatanın hesaplanması is- 
tenirse yukarıdaki bağıntının terimlerini |u| - |(f(X,y,2,..)| ye 
bölmelidir. Bu halde 


of | KİN 
<| 881, ây 02 
Tal S3 | zl ayla dez k... 


232 Çok değişkenli fonksiyonlar 


elde edilir, Diğer taraftan 
KN KN 0f 
de. 9 . öy, 9 doz 9 
ya münir 7” log lfi ; wi > 3y bEİİİ GR > 37 loelfi 


olup bağıl hata 
1og (fi) lâ 4 İŞ 1ogifi| lay * 2 to A) lal 
dy d2 


lal | 2. 
—ldx 


4 Jul 


şeklinde de gösterilebilir. 


ÖRNEK 1. u-a1y1t2 
lv) S JAx| 4 Jâyl 4 Jâzi 


ise 


dir, 
ÖRNEK 2. uzx-y ise 
Av) £Jâx) 4 JAyl 


dir. 
ÖRNEK 3. uzxy ise 
lâl Slaj lâyl * iyi lâl 


Jı laf, lay 
ul (ei iyi 


dır. 
ise 


ay) < Iyi iAsl z isl lâyl 


ÖRNEK 4. w —Ş 


yn) Mz, lay 
(ii Iyi 


dir. 
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ÖRNEK 5. Bir sarkacın 7 uzunluğu 0,01 m hataile J—im;x 
sayısı 0,005 hata ile x 3,14 ve g ivmesi 0,02 m/s? hata ile 
g - 9,8 m/s? olarak alınırsa 7 peryodunun hesabında yapılan mak- 
simum bağıl hatayı bulunuz. 


olup 


dir. Diğer taraftan 
log T—log2--log 4 zlogi—i logg 


ve Ââx-0,005 , A—-001m , A4g—0,02 m/s olup 


A? â , ,. 
lâT)| T AZ Ag 0,005 , 0.01 ni 0.02 


Tİ a '2 34 2 tg,9g” 0016 


dır. 


ÖRNEK 6. Dirençleri 7,,7;,7; olan üç direnç teli paralel olarak 
bağlanmışsa, sonuç olan R direnci 


bağıntısı ile verilmiştir. 7,,75,7, ün ölçülmesinde aynı E bağıl hata- 
sı yapıldığı zaman R in hesabında yapılacak bağıl hatanında E ola- 
cağını gösteriniz. 


alışı şı 
R ir Ta T3 
den 
d£ âr, Ar; Ars 


imam ——— — 
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A TI Ar; Ar; 


yazılabilir. ani m — 7 —E olduğu gözönüne alınırsa 
i AR i 1 1). 1 
rk -ElE 2) E-E 
AR 
RE 


bulunur, 


20.6 Kapalı fonksiyonların türevleri 


20.6 -1. f(x, y) 2 0 kapalı fonksiyonunun türevi. 


f&©,y) —0 şeklindeki bir bağıntının y yi & in kapalı bir fonk- 


, - e - d emini 
siyonu olarak tanımladığını biliyoruz. Bu bağıntıdan e türevini he- 
saplamak istiyoruz. Bunun içinde u —f(x,y) fonksiyonunun toplam 


diferansielini tanımlarken bulduğumuz (Bak. 20.5-1.) 
duzfı(e, yâ fe, yi Ay-e,Aâz“*e,Ay 


bağıntısını gözönüne alalım. /(X,y) <0 halinde Aw—0 olduğu 
gözönüne alınır ve her iki taraf Ax ile bölünürse 


, A A 
j2, Yy) t fa, y) GE key şe —0 


elde edilir. Şimdi de bu ifadenin A4x—>0 halindeki limitini arayalım. 
â 
Ax 0 halinde z7 


d 
Yİ ı gg >Ü ve e;->0 olduğu gözönüne alınırsa 


, ; d 
j .(£, Yi fa, Y) 52-0 


veye 


Kapalı fonksiyonların türevleri 


9f , 4 dy . 
in dy da “9 


bulunur, Buradan da Ş çözülürse 


df 
dy od 
de o—o—O9f 
dy 


elde edilir. 


ÖRNEK 1. 4344 y—1-0 dan i bulunuz. 


KN 2 df — 2 


olup 


dir. 


ÖRNEK 2. xtgy*ytgx-—5 den ET türevini bulunuz. 


of. e ; İİ - g gec 
öz “tEytyseca ; öy see yties 
olup 
dy otgy-tysedo 
de o zsedysttg& 
dir, 


20.6-2. F(x, y, Z) 2 0 kapalı fonksiyonunun türevi. 
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F(*,y,2) 20 eşitliğinin z i &«,y nin kapalı bir fonksiyonu 


olarak tanımladığını (o farzedelim. Bu takdirde 2-—2(4,y) 
dz dz 


olup 


2... , anda aş , 02... 
İz ? ay türevleri hesaplanmak istenir, ğz isin y sabit ve dy için & 
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sabit farzedelim. Buna göre 20.6-1. deki formül uygulanırsa 


formülleri elde edilir. 


d 9d 
ÖRNEK 1. &y-215-—0 dan İz ve iy türevlerini he- 


saplayınız. 


Ss 2ay , 7 , eşli 
olup 
&— 2ay &— e 
de O©&©*-l1 ' dy esl 
bulunur. 


, 92 ,1dz 1 
— 4 — 
de ydy 2 
olduğunu gösteriniz. 
3. 2 e -y OP 2OVV- #41 
e o & * dy “yy * öz Vi — 2 
ve 
>. 2NW-E  . dö. Y 
OE 2-241) * İY 2-1) 
olup 
gp, Nİ, 0 10 a 
0 YİYy am2y— s1) ayı) 2 
dir. 


> (9) ise iy 9 olduğunu gösterini 
ÖRNEK 3. z -1 z) ise & 3 1 Y öy “ z olduğunu gösteriniz. 
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dF z SF 41 .(Y 
da > ? öy 1/2) 
SE  İLYeİY 
7 “tri (2) 
ve 
2. 
KAŞ NN. — 2? 
e YUN ya TURUN aray) 
tari) wt (2) az tavra) 
1 1) (z) 
dz 1 . we j 
dy 1 Yy, © , 
eter) srarl) 
olup 
» Yy 
d2 d2 Da sz Fİ 
tay” y faN 
tayf (2) >t-ayfj (2) 


olduğu görülür, 


20.7 Değişken dönüştürmeleri ve 
Fonksiyonel determinant 


Diferansiel hesap uygulamalarında bir veya çok değişkenli türev 
veya diferansielleri içeren ifadelerin, değişken dönüştürmesi yardımiy- 
le, başka şekillere sokulduğuna sık sık rastlanır. Bu şekildeki dönüş- 
türmeler, yeni bir değişken ortaya atmak veya bağımsız değişkenlerle 
bağımlı değişkenin rollerini değiştirmek suretiyle olabilir, Şimdi bunla- 
rı, tek bağımsız değişken hali ve iki bağımsız değişken hali için ayrı 
ayrı göstermeğe çalışalım. 
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20.7-1. Tek bağımsız değişken hali. 


& bağımsız değişkeninin bir fonksiyonu y>—f(&) olsun. 


. d ad 
Wa, We süre) 


de x,y ve y nin x e göre belirli mertebeye kadar türevlerini içeren 
bir bağıntı olsun. Burada xw yerine, w—y(t) bağıntısı ile verilmiş bir 
t değişkenini dahil edelim, Amaç, W ifadesinde w yerine t yi ve 
bunun sonucu olarak y nin & e göre türevleri yerine y nin £ ye 
nazaran türeverini ithal etmektir. 


Buna göre y—jf(&) ,«—g(i) den 


& (8) 
7) li). di o di de 


dy .d (dy) de ((dy iy ılı 
de? dilde) de (a (0) ) e) | v0) 


elde edilir. 


Eğer, & bağımsız değişkeniile y bağımlı değişkeninin rolleri de- 
giştiriliyorsa bu takdirde yukarıdaki ifadelerde £—y olduğunu dü- 
şünmek gerekir. Bu halde 


dy . day 1 . dy. 
dt —1 olarak da “dr ? de” a 
dy 


olur, 
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ÖRNEK 1. «— dönüştürmesi halinde 


m 4 4 2 yz 0 


denkleminin alacağı şekli bulunuz. 


day. pdy . &y dy > Yİ, ş3 
de İdi ? Td” (ze ti IK t 


olarak denklem 


e İY |, dY 2. pi ppy 
2 (ze dt U dE) t : di at y—0 
du. , Ay o 202 
2t dt Tİ de 21— -aty-0 


2 
şeklini alır. 


ÖRNEK 2. y bağımsız değişken olarak düşünüldüğü takdirde 


d'y du” dy g 
da? di de 


denkleminin alacağı şekli bulunuz. 


de 
day. 1. d&y ody 
de de * de o (dey 
dy dy 
olarak denklem 
de de 
ay İİ (s5) —. 


şeklini alır. 
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20.7 -2. Birden fazla bağımsız değişken hali. 


Konuyu basitleştirmek için bağımsız değişken sayısının iki olduğu- 
nu farzedeceğiz. 2z—2(X*,y) olarak x ve y gibi iki bağımsız de- 
gişkenin fonksiyonunu gözönüne alalım. 


öz d2z diz 


W— EF, Y, ğe öy * ğa) 


bağıntısıda x,y,z ve 2 nin belirli bir mertebeye kadar kısmi tü- 
revlerini içeren bir bağıntı olsun. 


e—x(u,v) , yzy(u,v) 


değişken dönüştürmesi yapıldığı zaman W bağıntısının ne şekil ala- 
cağı söz konusudur. x”,v bağımsız değişken seçildiğine göre W ba- 
gıntısında &w,y yerine u,v nin dahil edilmesi ve bunun sonucu ola 
rakta z nin w,y ye göre türevleri yerine u,v ye nazaran türev- 
lerinin dahil edilmesi gerekir. 


azı(u,v) , yzyl(u,v) 
lerden 
uzu(r,y) , v—vu(2,y) 
bağıntısı yazılabileceğine göre z yi u ve v vasıtasiyle &,y nin 
bileşik bir fonksiyonu gibi düşünebiliriz. Buna göre 
e. ör du , öz dv 
dx du dx (dv de 


0704, 02 90 
day du dy dv dy 


ia du v Kan 
yazılabilir, Bunlarda bulunan Oz 'dz * öy ? öy kısmi türevleri 


a—x(W,v) , yzyl(u,v) 


eşitliklerinden elde edilebilir. Gerçekten bu ifadelerin evvelâ &x e, son- 
rada y ye göre türevleri hesaplanırsa 
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1, 9 du |, ör dv gp 07 du |, öz dv 

du dx Odv dx; * © du öy dv dy 
po 2y du , öy öv 1 2y dö , 9y öv 
Odu dx dv dx * du dy dv dy 


da | 
1 3e| 
lo 2. KERNEK dv 
o«w | © dö de, de. du 
lar ae) Çörd) NO A 
du dv du dv 
du. 2U dy öy 
du öv | du dv 
ve ikincisinden de 
dr 
| 0 bi 
| 
| 1 5) dx de 
du. İİ. de , de ğü 
Şan an) NİŞ A 
du dv 
3y 9y 
du öv | 


elde edilir. Bunlar yukarıda elde edilen Ş , Zi ifadelerinde yerlerine 


konursa, bu kısmi türevler z in u ve v ye göre türevleri cinsinden 
ifade edilmiş olur. 


Daha yüksek mertebeden türevler de, arka arkaya aynı formüllerin 
uygulanması suretile elde edilir, 


ÖRNEK 1. x >,cos0, y—psing dönüştürmeleri yapıldığı tak- 
dirde 


Yüksek Metematik II F. 16 
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MV 2V 
da Tay 


bağıntısının alacağı şekli bulunuz. 


dV 8V de ,dV 49 |, dV 3V dp ,aV 08 


oz dp 0x 080 dx * dy de dy ' 08 dy 


g d 0 
olup ge. 2. , de, 08 leri bulmak üzere 


—pcos6 , yzpsin& 


eşitliklerinin x ve y ye göre türevleri alınırsa 


Ni dp. a 90 dp , d8 
1—cos0— —esinö İZ O—cosd > esin. 
dp 08 a dp 00 
Ozsin 0—  $pcos0—.. 1-sin05, kpcos6 >. 


denklem sistemleri elde edilir. Bunlardan da 


22, e . 28. sin6 

de pi , de > p 

de. . 00 o cos6 

ay 7 sinO ; öz > 

OY O , . | 
bulunur. Bu sonuçlar > öy bağıntılarında yerlerine konursa 

İV çogg 27 sinO öV , AV. göV , cos9 İV 
ö.. de p â0 ' dy de p öö 


elde edilir. Bunların da bir daha kısmi türevleri alınırsa 


2 (a). 2 (a) a, 2 (a) a8 
de (ör) ar” 27) de “© dü (3) dz 
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MEK: coy9 5 — EDİ dp 9 cog g2” Sind 3Vv) a0 
dp p 30) öz 00 dp pe 9Md)d0x 
4 XV nf cosf dV 
kl a nk 4 
, 2sin0cos86 &V , sin?8 0V , sin?0ğ'V 
p dp 00 e da p 903 
2V  . 2g” 2 sin8 cos9 3V 
öy: — Sın dp: g 00 
m 2 sind cos0 0V cos?8 0V , cos?0 NV 
p dp d0 p dp e? gg 
ve bunları da taraf tarafa toplarsak 
XV av &V i dV 1 &V 
öm Tüy 7 TİE | 
bulunur. 
ÖRNEK 2. &—x—at,px-at dönüştürmesi yapılması ha- 
linde 
ön çu 
0 7S ği 
denkleminin alacağı şekli bulunuz. 
du du de | du 08 a gu, du 
dt da dt Bat | da (Od 
du du da du 0B o öv, Bu 
ox da dx dB dx da aB 
du. 9. du) 9 (du da | ö du) 88 
3 atla) da ii de ' 08 (at) at 
Nu du du 
— alara -a dar) © 0 # | zg — 28 30) “ 
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— ağ - —3 Ou tör) 


da? da dB op 
du. 0 (du). 9 (du) de , 9 (04) 08 
wd (öz ir (3) dx — 0B (52) dx 
du Mu Mu 
e ta 506) 14 (ab öz da * 39) 1 
Yu Mu öU 
da da 08 öp 
2 2 
olarak İZ — ez denkleminde yerlerine konursa 
Om du | du) (0 ou , du) 
ğer -2 ap tag) (öz 3 03 * 2) 
du 
da 08 


bulunur, 


20.7 - 3. Ters dönüşümler ve fonksiyonel determinant. 


&-a(u,v , yzy(u,v) (1) 


olsun. Bu iki denklemden ı u ve vnin tek türlü çözüle- 
bileceğini kabul edelim ve bu çözümler 


uzu(&,y) , v-v(&,y) (2) 


olsun. Bundan başka, bu dört fonksiyon türetilebilen Fonksiyonlar ol- 
sunlar. 


d 
Bu bağıntılardan (1) verildiğine göre, (2) ye geçmeden İz 
d d dv d 
Siz , 7 öy türevlerini ve (2) verildiğinde (1) e geçmeden a 
9 d 9 la 
> , > , > türevlerini hesaplamak isteyelim. Buradan (1) verildi- 
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kok 04 dv du dv... 
ğine göre 0 ' öz 'Oy *döy türevlerini 20.7-2. de 


Aş 
olduğuna göre 

KA KA 
du dv dv du 
de — Aş ' öz Aş 

2 de 
du, öv OoOdv. du 
oy A * dy Aş 


olarak hesaplamıştık. 


Aynı şekilde (2) denklemlerinm w ve v ye göre türevlerini ya- 
zarak, elde edilecek 


1 2 07 |, du öy p< 24 02, du öy 
ox du Ody du dx dv dy dv 
; 
0 8v dx , dv dy 1 dv dör öv öy 
© de du Ody du dx dv Ogy dv 
denklemlerinden 
du 
1 İl 
0 2. dv. dv 
0». 0Wl oy . ay. öm 
de 0y 
dv dv 
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M7 ko 
o. oy ay ör 
dv — Az ? dv Aş 


bulunur. 


Bu türevlerin paydalarını teşkil eden A,,â, determinantlarının 
sıfırdan farklı olması halinde, bu türevler mevcuttur. 


de dx 

du dv 
A, 

ay dy 

du öv | 


determinantına & ve y fonksiyonlarının u ve v ye göre Fonksiyo- 
nel determinantı veya jakobieni denir. Aynı şekilde 


du du 
dx gd 
Az Y 
dv dv. 
de dy 


determinantına da w ve v foonksiyonlarının & ve y ye göre fonk- 
siyonel determinantı veya jJakobieni denir. Bu determinantlar işaretle 


ge de 
a, | “ Pl amy. Dev) 
oy dy du, vy Du, v) 
du dv 
du du 
0 dY| Ouv Du, v) 
â— b z 


löx ay 
geklinde gösterilir. 
Genel olarak 
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UZ FP(L,i,... iç) 


U— F(&,,;, ... , Ta) 


UF, (Lı, iz, v3 Ün) 


fonksiyonlarının X,,&;,... ,“, değişkenlerine göre fonksiyonel deter- 
minantı 


dgF, oFı dFı 
7 dez ....... 04, 
of, gF; dF> 


dı dx, dün Dr, Fı,...., Fn) 


.'.. ...... 0.4. © Disi, 7 EE 2 
LA OF, dF, 


da, da, ÖL» 


dir. Biraz sonra da göstereceğimiz gibi fonksiyonel determinant, tek 
değişkenli fonksiyonlarda türevin oynadığı rolü oynar ve onun özelik- 
lerine benzer özelikleri vardır. 


Fonksiyonel determinantın özelikleri, 

1. Birinci özelik. 
u-fla,y,2) » vzpM,y,z) , vw f(e,y,3) 
&zp(X,Y,2) , y-e(X,Y,2) , 2-p(X,Y,Z) 


olduğuna göre 


Du, v, w o Du,v, ww De, y, 2) 
DX, Y,2) O Da,y 2) DX, Y,Z) 


dir. 
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Bu bağıntı, bir değişkenli fonksiyonlarda fonksiyon fonksiyonuna 
ait |(Yy-f(w ,u-—yg(7) olmak üzere| 


formülünün daha genel şeklidir. 


Yukarıdaki bağıntının doğru olduğunu ispatlamak üzere, iki taraf- 
taki fonksiyonel determinent sembolleri yerine determinantlar cinsinden 
değerlerini yazalım. Bu takdirde 


de du du. gulu du | | de de öz 
JX dY dZ öz dy öz dX dY dZ 
dv dv dv || öv öv dv | | ay oy Oy | 
dX dY âZ | | dx dy dz XxX dY dZ 
de dv dw dw dw de | | öz öz. öz 
dX dY 9Z öz dy dz aX dY 9Z 


elde edilir. İkinci taraftaki determinantlar satır-sütun kombinasyonuna 
göre çarpılırsa elde edilecek determinantın elemanları birinci taraftaki 
determinantın aynı sıra numaralı elemanlarına eşit olur. Örneğin ikin- 
ci tarafta elde edilecek determinantın birinci satırının birinci sütunun- 
daki elemanı 


du ö7 du Oy |, du öz 
de dX dydX dz dX 
olacaktır. Bu ise Di kısmi türevinin ifadesinden başka birşey değildir. 


Aynı şekilde, diğer elemanlar için bu durum gösterilebilir. 
2. İkinci özelik. 


Birinci özelikte gözönüne alınan u,v,w ler, >,y,2 lerin fonk- 
siyonları olduklarına göre, w,y,z leride u,v,w lerin fonksiyonları 
olarak kabul etmek mümkündür. Yani birinci özelikte aldığımız 
X,Y,Z değişkenleri yerine u,v,w leri alabiliriz. Bu takdirde birin- 
ci özelikteki (1) bağıntısında 
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X—u , Yzv , Z2w 


yazılmakla, birinci tarafın 


olacağı gözönünde tutularak 


Du, v, w Da, y, 2) 


DE, ya) Düçv, w 
veya l 
Du, v, w) . 1 
Dx, y, 2) OD, y, 2) 
Da, v, w) 
bulunur. 


Buna göre, u,v,w nin x,y,z ye göre jakobieni, X,y,2 nin 
u,v,w ye göre jakobieninin tersine eşittir. Bu özelik de tek değişkenli 
fonksiyonlardaki 
dy 1 

x 


—— —— 


“ 


d 
d 


— 


özeliğine benzer. 
Benzer şekilde 
uzfj(e,y) , v-f(e,y) 
Zglu,v) , yayplu,v) 


ise 
De, v .. 1 . 
D(u, v) ö D(&, y) — 1 Die, y) ii De, Yy) 
D(&, yy Du, ov) Du, v) 


yazılabilir, 
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3. Üçüncü özelik. 


Herbiri n değişkenli n fonksiyonun bir bağıntı ile birbirine bağlı 
olabilmesi için gerek ve yeter şart, bu fonksiyonların jakobieninin sıfır 
olmasıdır. 


Üç değişkenli üç fonksiyon 
u— fı(,y,2) , v—İ(X,y,2) , W —f(X,y,2) 


olsun. Bunlar verilmiş iken u,v,'w ler arasında hir bağıntı olabilmesi 
için 
D(u,v, ww) . 


D(&, Yy, 2) 9 


olması gerek ve yeterdir. 


u,v;w ler arasında mevcut bir bağıntı 
y(u,v,w) <0 
olsun. ç nin x,y,z2 ye göre türevleri alınırsa 


49 de du dp dv do dw 
dö du dx dvd dw diz 


de de du dp dv dp dw 


Oy du öy dvdöy dw öy 
dp de du 


dâp du , dp dv , de dw 
2 du dz 


İğ te öz “9 


, — dp de de “a 
bağıntıları elde edilir. Bu denklemler O. * Tv * Tw ye göre lineer ho- 


mojen bir denklem sistemi teşkil ederler. ç(u,v,w) fonksiyonu, hi- 
de de 
du * dv * 


d . . . . » . Aa 
du nin üçü aynı zamanda sıfır değildir. O halde sistemin bir aşikâr 


potez gereğince U,v,w lerden en az birini içereceğinden 


olmıyan çözüm takımının olması gerekir. Bu ise, homojen denklem sis- 
temi teoremine göre, katsayılar determinantının sıfır olması ile müm- 
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kündür. Bu determinant ise, w,v,w fonksiyonlarının >,y',2 ye gö- 
re 

DU, v, w) 

DG, y, 2) 


fonksiyonel gdeterminantından başka birşey değildir. Böylece şartın ge- 
rek olduğu gösterilmiş olur. Şartın yeter olduğu da yani, jakobien, sıfır 
ise ç(u,v,w) <0 olacağı da kolayca gösterilebilir. 


ÖRNEK 1. uz Vay , vze-“txy fonksiyonlarının birbirine 
bağlı olduğunu gösteriniz. 


dn du —y. z 
D(u, v) dx dy Ni 2vVay 2 vay 
D(2, y) Ni 

dv dv > —xy 

a ay | | YSiy meli 


—zöye “tay —aye “Y.g 


olduğu görülerek bu iki fonksiyonun birbirine bağlı olduğu gösterilmiş 
olur. Bu sonuç, x ile vu arasında 


v— g—4 -u? 
bağıntısının mevcut olduğunu çıkarmakla da gösterilebilir, 


ÖRNEK 2. «—pcos4 , yzpsin4 için 


DG.y Doe, 0) 1 


DE 9 ? © De yp 


olduğunu gösteriniz. 


9 si 

De, y cos p sinö -ç 

DE, 0) e 
e. sin f p cos 
DO, 0) 1 <1 


DG,y De, Da, y) p 
De, Ö) 
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ÖRNEK 3. F(2,y,2) 20, x—f(u,v) ; yz2g(u,v) , 
2 —h(w,v) ise 
D(Yy, 2) 


Diz, «) D (e, Yy) 


Du, “TD, Y tD(, 120 
olduğunu gösteriniz, 
F(X,y,2) 20 dan 
Fd F',dys F,d2 0 4) 


yazılabilir. 
«—f(u,v) , yzg(u,v) , z—h(u,v) 
olduğuna göre 
F(x,y,2) < Fİf(u,v) , g(u,v) , h(u,v)) 0 


olup buradan w ve wv ye göre türev alınırsa 


FP dx >» dy dz 
Fey ta, Pe 0 
de öy 32. 

Faz, KP ma vin l 


elde edilir, Bunlardan #F', ve F', ler F', cinsinden çözülürse 


PU.) DG, m 
,  Dru, Du, v) , DUY. 
SD yfe » Pay Fs 
D(u, v7) DU, 7) 


bulunur, Bunlar da (1) bağıntısında yerlerine konursa : 


D(Yy, 2) D(2, 2) 

DU,” .. DU,Uv) ... r Ni 
Die, v) FP, dat Dia, y PF,dy--F,d2—-0 
D(u,v) DU. v) 


ve buradan da 
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D(Yy, 2) D(2, «) De Yy, 
D(u, v) YON » YTDa, y) 7 <0 


elde edilir. 


20.8 Bir uzay eğrisinin teğeti ve 
bir yüzeyin teğet düzlemi 
20.8 -1. Bir uzay eğrisinin teğeti ve normal düzleminin denk- 
lemleri, 
Uzay eğrisi 
(0 , yg) , 2 hi) 


parametrik denklemleriyle verilmiş olsun. £ nin ?f, ve 1, * At .değer- 
lerine karşılık olan eğrinin iki noktası da 


Plaı,yı,2) 5 Ola kAs,yısAy, zıt Az) 


olsun. P noktasındaki teğet PO keseninin limit durumudur. Buna gö- 
re PO keseninin doğrultu sayıları 


Ax , Ay , Az 
veya bunlarla orantılı olan 
Az Ay âz 
At * A ? At 
lerdir. 


At—>0 halinde © noktası eğri üzerinde P noktasına yaklaşa- 
cak ve PO kesenide P deki değet durumunu alacaktır. 
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Ax Ay Az 
at ?* at ' At 


lerde P noktasındaki teğetin doğrultu sayılarına yaklaşacak, yani 
da dy dz 
dt ), de), ' (de), 


olacaklardır. Bunlara göre eğrinin P(&,,yı,2ı) noktasındaki teğetinin 
denklemi 


—& o 0 O Y—Yyı 0 2— 


(e, Ge, İĞ) 


Bir uzay eğrisinin normal düzlemi, bu noktadan teğete dik olarak 
çizilen düzlemdir. Bu düzlemin normali, bu noktadaki teğet olacağından, 


doğrultu sayıları 
de ay a 
kat | def, * (dt), 


olacaktır. O halde, uzay eğrisinin P(x;,yı,2,ı) noktasındaki normal 
düzleminin denklemi 


olur. 


(ar z) 6-04 2) w- v0 4 (Zİ 6-2 <0 


şeklindedir. 
Uzay eğrisi, 
ç(X,y,2) -0 , v(X,Yy,2) 0 


denklemleriyle verilmiş iki yüzeyin arakesit eğrisi olarak tanımlanmış- 
sa, teğet denklemini bulmak üzere, x i bağımsız değişken, y ve g i 
de bağımlı değişken kabul ederek, yukarıdaki m toplam 
türevlerini yazarsak 
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d9 de dy de dz 


de Odydx  dz de 


oy N ab dy , d9 dz 
dx dyde dz da 


0 


elde edilir. Bunlardan teğetin doğrultu sayıları olarak £ 21 


dy 
* de * 


dz çözülür ve (2, , Yı , 21) noktasındaki değerleri hesaplanırsa 


1, (89) Çöz 
? Ndxj), ? Köz ı 
elde edilir. Buna göre, teğetin denklemi 
*—Sı Y—Y E—E 
1 iy 
de ) 


olur. 


ÖRNEK 1. x—acost, yasint,z—ct. parametrik denklem- 
leriyle verilmiş bir uzay eğrisinin f—i, e karşılık olan noktaswidaki 


teğeti ile normal düzleminin denklemlerini bulunuz. 


“—acostı , yızasintı , 2 —ctı 


de) , dy) dz) 
ar) —asintı , çal —acostlı , | di | —c 
olarak teğet denklemi 


x«—acostı  y—aâasinti,  2—ct, 
—asint, a costı c 


ve normal düzlemin denklemi 


—asintı(&—acost)-acostı(y—asini,) 4 c(2—ct)-0 


dır, 
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ÖRNEK,2. 22—3y?-4322—2—0 ©4-2y432—21 
eğrisinin (1, 2, —2) noktasındaki teğetinin denklemini bulunuz. 


Verilen denklemlerden &x e göre türevler alınırsa 


dy dz 
4x—6y—. t6z iz — 0 
du dz 
24 * AY, töz —0 
ve bunlardan 
Sy « dd. Te 
de 5y ' de 152 


i 1 7 
10 30 
veya 
»—1I y—2 J2*2 
30 3 © 7 
dir. 


20.8 -2. Bir yüzeyin teğet düzlemi ve normalinin denklemleri. 


F(X,y,2) 20 denklemiyle tanımlanmış bir yüzey gözönüne ala. 
lım. Bir doğrunun, bir P(x,y,2) noktasında bu yüzeye teğet olmaş; 
demek, yüzeyin bu noktasından geçen ve bu yüzey üzerinde bulunan bir 
eğriye teğet olması demektir, P(x,y,2) noktasından, bu yüzey üze- 
rine sonsuz sayıda eğri çizilebileceğine göre, yüzeyin bu noktadan ge- 
çen sonsuz sayıda teğeti olacaktır. 


TEOREM. F(x,y,2) 0 yüzeyinin herhangi bir P(&,,yı,2ı) 
noktasındaki bütün teğetleri aym bir düzlem üzerindedir. (Teğet düz- 
lem). 
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İspat: F(x,y,2) 0 yüzeyi üzerinde bulunan ve bu yüzeyin 
P(&ı,yı,2) noktasından geçen bir eğri gözönüne alalım. Bu eğrinin 
parametrik denklemleri 


—-((0) , yg) , z—h(i) 


olsun, Bu eğrinin P noktasındaki teğeti, tanım icabı, yüzeyin de te- 
geti olacaktır. Bu teğetin denklemi 


2 —& y—Yyı 2—2ı 
de) (du) —o(de 
(e), (e) (e), 
dir. Parametrik denklemleri 
e-f(0) , yg) , z—h() 


olan eğri, yüzey üzerinde bulunduğundan, bu denklemler yüzey denk- 
temlerini de sağlıyacaklar, yani 


F(&,y,2) < FIf() ,g() h(01—y(i) 


olacaktır. O halde, F(x,y,2) ,t nin bir bileşik fonksiyonu durumun- 
dadır. F(X,y,2) 0 ın t ye göre toplam türevini alırsak 
öF'd. OF dy , ÖF dz 


de di tüy de * öz di “* 


elde edilir. Bu bağıntı, bileşenleri 


(a dy iL) 


JF dF dF 
roirrğrri | 


Ox * dy ? öz 
olan iki vektörün skaler çarpımının, sıfıra eşit olduğunu tanımlar; Bu 
vektörlerden, bileşenleri 


de dy dz 
dt ? dt ?* dt 


olanı teğet vektör olduğuna göre diğeri, yani bileşenleri 


9F. OP. 2r 
dx * dy ? dz 
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olan vektör normal vektör olmak durumundadır. Bu sonuç, yüzeyin 
P(&ı,yı,2ı) noktasından geçen her eğri için gösterilebilir. Nokta de- 
gişmeyeceğine göre, her gösterilişte 


3F OF OF 
dx 'dy * dz 


ler değişmeyecek ve P noktasındaki bütün teğetler, bu noktadaki nor- 
male dik olacak ve dolayısile aynı bir düzlem üzerinde bulunacaklardır. 
İşte bu düzleme yüzeyin P noktasındaki teğet düzlemi denir. 


Bu düzlemin normalinin doğrultu sayıları 


Gk * (ayl, * laz) 


olarak teğet düzlemin denklemi 


(az) «0 4ay Je- (ğe J 6m) >0 


olacaktır. 


Normalin denklemi ise 


âir. 


ÖRNEK. ©*y!*2—3xy2—4 yüzeyinin (1, 1,2) noktasın- 
daki teğet düzlemi ve normalinin denklemlerini bulunuz. 


ör |- — (822 — 3ye)ı -—3 


İF 
ii js (3y' — 3x2) < — 


Düzlem eğrilerek zarf 259 


OF)  .> a 
(az J <6 32y) 2 9 


olup teğet düzlemin denklemi 


—3(—1)—3(y—1) t 9(2—2) <0 
2x 1y-32 14-0 


ve normalin denklemi 


«—I y-li 2—2 
ıı o 1 —3 
dir. 


20.9 Düzlem eğrilerde zarf 


20.9 -1. Eğri ailesi tanımı. 


Bir eğrinin denklemi, genellikle w&,y değişkenlerine ve bazı Ssa- 
bitlere bağlı olarak verilir. Örneğin 


G—aly ER 


denklemi, merkezi ox ekseni üzerinde « apsisli bir noktada olan RK 
yarıçaplı bir çemberi gösterir. &« nın bir seri değerler aldığını farze- 
delim. Bu suretle merkezlerinin orijine uzaklıkları farklı birçok çem- 
berler elde ederiz. 


Bu şekilde meydana gelmiş olan bütün eğrilere bir eğri ailesi denir. 
Burada «, ailenin eğrilerinden birini belirten bir sabittir. &«, ailenin 
bir eğrisinden diğerine geçişte değişir. Bu sebeple « ya parametre de- 
nir. Parametre birden fazla da olabilir. Yukarıdaki çember ailesi, bir 
parametreye bağlı ailedir. > değişken parametresini fonksiyon sem- 
bolü içine dahil edersek bir eğri ailesinin denklemi 


şeklinde olur. 
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20.9 -2. Bir parametreye bağlı eğri ailesinin zarfı. 


Bir ailenin eğrilerinin teğet olduğu aynı bir eğriye veya bir gurup 
eğriye, bu eğri ailesinin zarfı denir. 


Şimdi bir eğri ailesinin zarfının denklemini bulmak için bir kural 
aramağa çalışalım. 


Parametrik denklemleri 
x-—ç(a) , yayla) (1) 
olan eğrinin, denklemi 
f&,y,a) 0 (2) 


olan eğri ailesinin her eğrisine teğet, yani bu ailenin zarfı olduğunu 
farzedelim, (1) eğrisinin herhangi bir noktasındaki eğimi 


dy 
dy da 
de de 
da 


ve (2) eğrisinin herhangi bir noktasındaki eğimi 


day. İle. y,0) 
de (a, y, 0) 


dır. (1) ve (2) eğrileri teğet durumda iseler, değme, noktalarında, aynı 
bir & için eğimleri eşit olmalıdır. Buna göre 


Ay 
ec fe, y, 0) 
KLA İla, y, ©) 
da 
veya 
: de , dy NN 
f.(2, y, a) da *-f,(,y, a) da “ 0. (3) 


dır, Baştaki hipotezimize göre (1) ve (2) eğrileri &« nın her değeri 
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için teğettir. Nihayet « nın bütün değerleri için (1) denklemi ile ve- 
rilmiş olan (X,y) noktası, (2) ailesinin bir eğrisi üzerinde buluna- 
caktır. O halde &—yw(4),y—y(a) lar « nın her değeri için 
İ(&,;y,4) <0 denklemini sağlıyacaklar yani 

İgo), y(a) 4) 0 
olacaktır. Buna göre f(©,y,«) fonksiyonu & ve y vasıtasile & 


nın bir bileşik fonksiyonudur. Bu nedenle f(X,y,4) <0 in toplam 
türevi hesaplanırsa 


, d > d , 
CP O Yy, DE al, y, a) <0 (4) 


elde edilir, (3) ve (4) bağıntıları mukayese edilirse 
Fal, y,0) 0 


olduğu görülür. O halde zarf üzerindeki noktaların koordinatları 
Ka, Y, a) —0 3, Fal, Y, o) z0 


denklemlerini sağlamış olacağından, bu denklemler zarfın parametrik 
denklemlerini veren bağıntılar olacaklardır. Bu bağıntılardan & ve y 
ler « nın fonksiyonları olarak çözülürlerse, zarfın 


&— yla) , yz y(a) 
şeklindeki parametrik denklemleri elde edilir. 
ÖZET. Bunlara göre zarfın parametrik denklemlerini bulmak için : 


1) Eğri ailesinin denkleminin parametreye göre türevi hesaplanır. 


2) Bu denklem ve eğri ailesi denkleminden w ve y parametreye 
bağlı olarak çözülür. Elde edilenler zarfın. parametrik denklemleridir. 


İHTAR : Zarfın kartezyen denklemini bulmak istenirse, paramet- 
rik denklemlerden veya 
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((&, y, 0-0 , fala, v, a) 0 


denklem çiftinden x yokedilir. 
ÖRNEK 1. (7—3)24*yw—R! çember ailesinin zarfını bulunuz. 


İHa(&, y, 0 -2(6—a)—0 dan «—o 
olup ailenin denkleminde yerine konursa 
y — R: veya y — ik R 


yani ys RE ve y-—— ER doğruları elde edilir. 


ÖRNEK 2. &xcosy* ysina <p doğru ailesinin zarfını bulunuz. 
(& parametre) 


& cosa 1 ysinzs—p 


—&sina *Yycos14-0 
denklemlerinden 


2 ZpCOSx , Yy psinz 


bulunur ki bunlar, zarfın parametrik denklemleridir. Bu iki denklemin 
kareleri alınır, taruf tarafa toplanırsa zarfın kartezyen denklemi olarak 


a tr y —z p 
elde edilir. 


20.10 İki değişkenli fonksiyonlar için 
Taylor ve Maclaurin formülleri 
20.10 - 1. İki değişkenli fonksiyonlar için Taylor formülü. 


İ(&,y) fonksiyonu, &« ve y bağımsız değişkenlerinin iki değiş- 
kenli bir fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonun, gözönüne alınan bir böl- 
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gede sürekli ve her mertebeden kısmi türevlere malik olduğunu farze- 
delim. 


fa-h,b-k) ifadesini h ve & nin kuvvetlerine göre yaz- 
mak isteyelim. Bu takdirde elde edilen formüle Taylor formülü denir. 


h ve k yıbir t değişkeni ile çarparsak, f(a-hi,b-ki) ifa- 
desi £ nin bir fonksiyonu olur. Bu fonksiyonu 


FO) —fasthi,biki) —f(,y) 


ile gösterelim. f(X,y) fonksiyonu sürekli ve her mertebeden kısmi 
türevlere malik olduklarından ? nin tek değişkenli F(t) fonksiyonu 
da sürekli ve her mertebeden türeve malik olacaktır. Buna göre, F(t) 
fonksiyonuna Maclaurin formülü uygulanabilir. Yani 


/” 


0) FO) — 


ni FM) İT FO 


a—Wy! 

yazılabilir. 4, O ile 1 arasında bir sayıdır. 
Bu eşitlikte £#—1 yaparsak 

(2) F(1) — F(0) 4 F'(0) ti 27 FO) Fuse 


1 


Tüzüi 


PED (0) 42 Fe) 6) 
elde edilir, Diğer taraftan 


FA) -f(ath,bik) , F(O)—f(a,b) 


dir. Şimdide F'(0),”7”(0),... türevlerini hesaplıyalım. 


(0-2 de of dy.. oi vi d 
LO ral rm ör lde faizi)? 


FO) — fn > *-k 25) Ka, b) 
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m OF dx gf dy 
FOS öy di 


—,- (poza) ee ze ez tai) 


de dx 0y d0y dx dy 
af öf 024 02f 
—h?2.. 1. 2 1, 
—M thk tkhag iz 
0f 9 #f 
— h?2 2 
azg t2hkaya tk za 


.. 4.0... 4... 0.. 8... ge.. 


.......4........ ...., 


AN? m) Ka, b) 


() — —.. 
Fe (0) fp o tg 


yazılabilir. Bu ifadeler (2) ifadesinde yerine konursa 


1h 9 9 yo) 
6) Math bela DT İkiz tk) Ka, V 


1 d gd |) 
rate) Kfa,b)-... 


1 J 9 4-1) 
Tü (hiz sezgi Ka, d) 


(n) 
İk 2 l fakoh, bok) 


1 
“ar öy 


elde edilir. Bu formül iki değişkenli f(Xx,y) fonksiyonu için Taylor 
formülüdür. Bu formüldeki 
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lr #k3g) akn, bk) 


d£ 


terimi, n terimden sonraki kalan adını alır. 


Bu formülde a yerine xw ve b yerine y yazılırsa 
4 deh yila ai ir hiz tag) Ke. v) 


talha; Z EN Yy... 


2! dx 
1 0 9 |» 
25 Di (hiz* k 39) ff, y) 
1 d g Yy) 
#3 İn iç ik a) (e -0h.y40k) 


elde edilir, (3) formülünde a h—x,bik—y yapılırsa h-x—a 
ve k—-y—b olarak formül 


0 
fe, y—jJ(, b) i | a) 5 *(Yy— b) ör) fa, b) 


1 


tr 


0 a 
GE e Ha, HD... 


1 a gi 
tazyile-05516- El fa, b) 


şeklini alır. Bunlar, Taylor formülünün değişik şekilleridir. 


ÖRNEK. (1,—1) noktası civarında, f(7,y) ett fonksiyo- 
nuna Taylor formülünü uygulayınız. (Üçüncü -mertebe türeve kadar 
olan terimler belirtilecek) 


fe, y—jJ(4,-1)4—— m | - 1) a iğ (Y*-1) ii j1, —1) 


vay Je - DE YAN 2m 
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1 9 al, 
* er Gi —DEE tt İ (1, —-1) 
ve 


Kİ 210) a, 
| -Dg tDagİ Nr 
Yy İfa, nst yiyip 
e - ix y ö| , — y | 


9 Aldim 3 
| -» ia YİD 27) 4, -1)-((4— 1) (y* DI 


olarak 
erir aş EDİMİ şhe Dibi 
— 3 
ş(6—DİGADP ,p 
2 3 
liye 22. GİR 
dir, 


20.10 -2. İki değişkenli fonksiyonlar için Maclaurin formülü. 


20.10-1. deki (3) formülünde 4 0,b-0,h—x,k—y yapılırsa 


0) 
Yİ (eze tv ia) 100) 


formülü elde edilir ki buda /(7x,y) fonksiyonunun Maclaurin formülü 
adını alır. 
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ÖRNEK. f/(x,y) ze'siny fonksiyonuna, 3. mertebe türevin bu- 
lunduğu terime kadar, Maclaurin formülünü uygulayınız. 


f(0,0) —0 


a) , , Ni 
Gi Ey) ty da) f(0,0) — x(e* sin yoo * y(e* cosy)ooy -y 


©) 
Gi 5z ty 1 İ(0, 0) — xXe* sin yi) * 2xy(e* cos y)o,o) * 


Yy(-— e* sin Y)w,o) — 24y 


G 
Gi ty 27) (00,0) — w(e* sin Yİyo,oy F 3a?y(e* cos Yoo) 
3ay” — e“ sin Y)0,0) t y(— e” cos Y»o0,0) — 3x'y — y 
olarak 


0 — a3 
&" sin yykayş er 


20.11 İki değişkenli fonksiyonlarda 
maksimum, minimum 


İki boyutlu bir bölgede tanımlanmış sürekli bir 2 — f(x.y) fonk- 


siyonu gözönüne alalını. Bölgeye ait bir (a,b) noktasının öivarındaki 
bütün (X,y) noktaları için 


Key) <K(a,b) 


oluyorsa, f(a,b) bir maksimum değer; 


İ(x,y) >j(a,b) 
oluyorsa, f(a,b) bir minumum değerdir denir. 


Diğer bir ifade ile, istenildiği kadar küçük pozitif bir e sayısın 
dan nümerik olarak küçük olan her (h,k) değer çifti için 
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fa-h,b-ik)—f(a,b) <0 ise f(a,b) maksimum değer; 


fath,bık)—f(a,b)>0 ise f(a,b) minumum değer; 


dir. Bir fonksiyonun maksimum ve minumumlarına kısaca, bu fonksi- 
yonun eksiremumları denir, 


Bir 2-f(x,y) fonksiyonu, ancak birinci mertebeden kısmi tü- 
revlerini sıfır veya belirsiz (sonsuz da olabilir) kılan değer takımları 
için maksimum veya minumum. olabilir. 


Gerçekten, fonksiyonun (4,b) noktasında maksimum veya minu- 
mum olabilmesi için, |h)<e,Jk| le için f(a*h,bik)—f(a,b) 
ifadesinin işaretinin değişmemesi gerekir. O halde bu ifadede X&—0 
yapılırsa bu özelik yine mevcut olacak yani 


ja*h,b) — f(a,b) 
ifadesi aynı işareti muhafaza edecektir. Bu ise, bize f(x,b) fonksi- 
yonunun &—<d için maksimum veya minumum olduğunu gösterir, Bu 
ise gi kısmi türevinin  —a,y—b için sıfır veya belirsiz olması ile 
mümkün olur. Buna benzer bir ispat R—0 alınmak suretile de yapilır 


d lim ee pe 
ve z kısmi türevinin sıfır veya belirsiz olması sonucu çıkarılır, Bu 


radaki belirsiz değerler arasına sonsuz da dahildir. Bunlara göre 
f(a,b) nin f(Xx,y) nin bir maksimum veya minumum değeri olması 
için gereken şartlar 


kle LL ip 
e may e N 


dır. 


İ(a,b) nin bir maksimum veya minumum olabilmesi için bu şart- 
lar gerek olmakla beraber yeterli değildir, Yeter şartları elde etmek için 
n—3 için Taylor formülünü yazalım ve (1) şartlarını kullanalım. 
0<0<1 olmak üzere 
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2 
dahi fe, YAZ e 3D ppi. 


dr de 9y 
0 
ere di, ar (5; 3) Ha Oh, bk) 


veya 
a-h bi-k—fa, 


1 d öie.d b) öfa, b) 
1 e 2 2k 


Ha, b 
2 
vk öy 


il © 
yazılabilir. Biz, birinci tarafın işaretini inceliyeceğimize göre, |4| ve 
Ik) o kadar küçük alınabilir ki 7-3 olanterim n—2 olan terim- 
den daha küçük kalabilir. Zira 7—3 olanterim, h ve k ya göre, 
n-2 olan terimden daha yüksek mertebedendir. O halde 


ja-h,bık)—f(a,b) 
nın işareti, ikinci terimin yani 
n221 d id b) 


#fa, Ve 8, b) 


PARK ay öy 


ifadesinin işaretinin aynı olacaktır. Bu ifade X&?) parantezine alınır 
ve k: terkedilirse 


0fa, b) 2. a?f(a, b) G fa, b) 
da” (4) away |kjJ' öy 


elde edilir, Bu ise > ya göre bir ikinci derece üç terimlisi olup : 


») Dİ - ife,n Ke b >0 ise: 


dx dy ai oy? 


üç terimli reel köklere malik olacak ve z oranının bu köklerin arasın- 


da veya dışında bulunmasına göre üç terimli farklı işaretlerde olacak- 
tır, Dolayısile (2) ifadesinin ikinci tarafı daima aynı bir. işarette ol- 
mayacakjır. O halde f(a,b), maksimum veya minumum değer olamaz. 
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2 | öfa, pl - öfa, v ifa, b) <uv İse? 


dx dy ga 0y” 


N Mı 2Ka, b) . . , 
üç terimli daima ği nin işaretinde olacak ve dolayısile /f(4,0), 


bir maksimum veya bir minumum değer olabilecektir. Diğer taraftan, 
2 2 

bu halin mevcudiyeti imi Vey > nin aynı işarette olmalarını gerektirir. 

Aksi halde bu ifade negatif olamazdı. Buna göre SA 21 ir 2 lerin pozitif 

olmaları halinde f(a,b) minumum değer; negatif olmaları halinde 
Ha, b) maksimum değerdir. 

fa, 0? öfa, b öfa, b Ki 

3) | dx öy oi ayi —0 ise: 


Bu takdirde fonksiyonun (4,b) noktasındaki durumunun belirti. 
lebilmesi uzun bir incelemeye ihtiyaç gösterir. Böyle bir halde “şüp- 
heli hal” vardır denilir. Biz bu hali inceleyemeyeceğiz. 


ÖZET. 2—i((x,y) fonksiyonunun maksimum ve minumum de 
ğerlerini bulmak için aşağıdaki sırada işlem yapılır. 


1. 0 —0 — denklemlerinin x—a;şy—b kökleri 
bulunur. 
(fe, YI? fab öfa, b)  . N 
2. A- rl ir Ma 777 nin işareti oramır, 


I. A>0 ise maksimum veya minimum mevcut deği. 


2 
Jö KEN (veya İN 0 ise maksimum 


da dy” 
Ji. A<0 
&f gf : ni 
| EY | 2) >0 ise minimum 


MI. A—0 ise şüpheli hal. 


ÖRNEK 1. f/(x,y) 84 y—12xy48 fonksiyonunun maksi- 
mum ve minumum değerlerini bulunuz. 


İki değişkenli fonksiyonlarda maksimum, minumum 271 


İİ Dayi — 12y 0 ; 2 öy — 12x —0 


dan &0,y-0 ve x <1,y-2 değer çiftleri bulunur. Diğer ta- 
raftan 


KN —4 9f — 2 0f 


öy VE» öyğy 2 ye Gy 
ve 
—( İY EE. a. — 
(aziz) Dr “gyz 7 14 — Za) 
dir, 


X-0,y-0 için A>0 olup bu noktada maksimum veya mi- 
numum yoktur. 
0 
01? 


X—İ,y—2 için A<0 ve -z48>0 olup f(1,2) —-0 
minumum değerdir. 


ÖRNEK 2. 2 (224 y?) e—(x21y9) fonksiyonunun maksimum ve 
minumum değerlerini bulunuz. 


2 
öy s2ed— 0 — yi) e—1y) -09 


ZA 
oy “ 2y(i — a? —y) ey) 0 


dan —0,y—0 değer çifti bulunur, Diğer taraftan . 


02 0/00, 0). 
ody “ — 42y(2— a? — y”) e—(1y) ; öy z0 
öz , 00,0) 
ar < 121 — 22 — yi) — 402 — 41 — e — yiye İY) ; &40, 0) — 2 
öz , 4/0, 0). 
“ayi SİRİ — a? — yi) — Ay? — AYA — et yyl e İİ) ç 
2 di 


ve A-—4<0 ; a 0 olarak /(0,0) 0 minumum değerdir. 


212 Çok değişkenli fonksiyonlar 


ÖRNEK 3. Toplamları bir a pozitif sayısına eşit ve çarpımları 
maksimum olan üç pozitif sayı bulunuz. 


Bu üç sayıyı x,y ve a— x—y ile gösterelim, Bunların çarpım- 
ları 


u—xy(a— x—y) 


olup hipoteze göre &>0,y>0,a—x—y>50 yani w*y<a ve 
u>0 dır. Bunagöre'x ve y,x—0,y-—0,x ty—a doğrularının 
sınırladığı bölgede değer alırlar. 


EZ —ya—2—y)-0 


; 3 Ela - e — 2 0 


denklem sisteminden 


420, y-0 ; M,(0,0) 
«0 , yza ; MX0j,a) 
e—a , y-0 : M(a,0) 


değer çiftleri elde edilir. İlk üç nokta tanım bölgesinin çevresinde ve 
sonuncusu bölgenin içindedir. xw fonksiyonu bölgenin içinde pozitif ve 


, a 4 
bölgenin çevresinde sıfıra eşittir. Buna göre u fonksiyonu ($ , 2) 
noktasında bir maksimum kabul eder. Çarpımın maksimum değeri 


—&,Aİg kA) 
Ymakı — 3 — 


dir. Bu sonucu yukarıda verdiğimiz kuralla araştıralım. 


2 , öU ou 
- ; —a—2xe—2y , oy 77 


ir 2y 5 0x dy 


A—(a—2x—2y)*—d4ay 
olup 
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M,(0,0) da â—-a>0 olarak maksimum veya minumum yok; 


M,(0,a) » A—-&«>0 » » » » » 
M(a,00 »> A—-—&>0 » » » » » 

a â a? du Za . , 
M, (ş- 3) » AZ — <9 ve Er ağir. < 0 olarak maksimum 


20. BÖLÜME AİT PROBLEMLER, 


VD yz ty olduğuna göre 1G , 3) ve f(1, —1) i hesaplayınız. 


Cevap. f G , 3) 5 KL —)—2 


xi—y N N 1 1Y . 
2) fay Ig olduğuna göre f(Y.x) , f x»y) vi hesaplayınız. 


p—>x N 1 i yi 
Cevap. #y,)—“5..- 3 f Gy) 


3) xy —R? çemberi üzerindeki noktalar için 


xi driy 4 yi 
1— 3 —yi 


z 


fonksiyonunun değerlerini hesaplayınız. 
Ri 
Cevap. 2 -<Rr 
0 fetyıx—y—xy*y olduğuna göre f(x, y) yi bulunuz. 


2 — 
Cevap. f(x. y) 7 ” 


5) z-Vi—xi—yi fonksiyonun tanım bölgesini bulunuz. 


“Cevap. xy s1 


8) z—vYi— 24 v 1—y2 fonksiyonunun tanım bölgesini bulunuz. 


Cevap. —1İS£xs$1 , —1ls&psjl 
“öksek Matematik TI 
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1 

DD lim (-y3) sin— —? Cevap. 0 
x0 *J 
y-x»0 

8 lim <2 .ş Cevap. 2 
x-0 x 
y-2 

9) lim (4 2-2 Cevap. ek 
x—>c 
yek 


10) z-logVey fonksiyonunun süreksizlik noktalarını bulunuz. 
Cevap. x—0 » y—Ü 


i 
1) z-co0s a fonksiyonunun süreksizlik noktalarını bulunuz. 


Cevap. Koordinat eksenleri üzerindeki noktalar. 


KISMİ TÜREVLER. 


Aşağıdaki fonksiyonların kısmi türevlerini hesaplayınız. 


z 
12) 2x3 4y? —dBaxy Cevap. İt — ay) 5 İİ mü maz) 
73 2. v. .ğ:.... 2x. 
13) a— ye; Ceva. Ge “irimi * yim 
x 2. B.Ö xy. 
14) “ara Cevap. Ör “Çeşyipi * öy “Gary 


15) z—loge *Yel kın) 


ml ç 7 
Valiyi * ÖY  Vatyiçeiy diy) 


Öz 
Cevap. ix 


16) zzarcig z 
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ID xx 


Cevap. İyi ; ai log x 


18) zxet"0) 


d . 
Cevap. - —2 etinin gos Z ; g 


A sinirle) iç 2. 
x pi x e ÇOS x 


19) u—(xy)” 


bi 
İç Saray ; İz — ızle) ; Z — (xy) log xy 


20) Hr, »-Y xy m olduğuna göre /",(2, 1) ve f',(2, 1) i hesaplayı- 
NIZ.” 


1 
Cevap. /”,(2, 1) — > 5 f'y(2, 15-0 


21) fa, y, Jzlogey *2) olduğuna göre f,(1,2, 0) , #,(1.2, 0) , 
#,(i, 2, 0) değerlerini bulunuz. 

1 1 

Cevap. /,(1,2, 0—1 , #(1,2, 0 » #1, 3, 00 — 


22) x-—rcos8 , y—rsin9 olduğuna göre 


dx. Ör 
ör 00 
dv öy 
ör 08 


yı hesaplayınız. 


Ceyap. r 


23) z log? ayy) ise 
Öz öz 


olduğunu gösteriniz, 


24) z—ıyix e”!* ise 
Öz Öz 
Öz tp öy —ıytz 
olduğunu gösteriniz. 
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20) u-(x—y)(y—2) (2x) ise 


olduğunu gösteriniz, 


20) uza x— 


YI . 
yz is 


Gu dn. Ön 
örtüytöz“i 
olduğunu gösteriniz. 


21) ei ise z—z(x, y) yi belirtiniz. 
Cevap. z—arcig Z th) 


, 2 2 
28) Lİ. ve x—I için z(x, yi —siny ise z—2(x, y) yi be 
Jirtiniz. 


Cevap. İyi log x siny— > 


YÜKSEK MERTEBEDEN KISMİ TÜREVLER. 


20) z—e(/ “8 den 2z Öz öz 


3 Za Tr ! TE , Tr türevlerini hesaplayınız. 
Öz ey  . Öz... .. ebe. 
Cevap. Za“ GA LAŞPR ' ğrüy “ayi 
Öz abe 


TK era yi 


Öz Ör Öz 
80) z-logla?-k-yi) den İTE 'örör' ör türevlerini hesaplayınız. 


c Öz: AR—e) o 0 Öz 4y O, Öz Ae—y) 
EVA. aa “tai * Öxğy “İki > Ör “ik gii 
2 
31) z—xV23xy--y: den 3; yi hesaplayınız, 


c Öz xy 
evap. Öx Oy — Oxy pe yy? 
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2 
32) z-—arcig seri den EE) yi hesaplayınız. 
? 
Cevap. 5 <0 


2 
33) r—Vx? ey? 42? den > yi hesaplayınız. 


Ör rx 
Cevap. gr 
3, 
34) u—x” y? zİ dan GE i hesaplayınız. 


0 m — — 
Cevap. iü ür F4B1 1 yB Ii, 1 


3 
35) zsin(xy) den 2 öp yi hesaplayınız. 


3 
Cevap. öğe cos(xy) —2x sin(xy) 
. , x—y Ör . Öz N a, 
26) z—aresin V — ise İy öz öz “ğrdr öy olduğunu gösteriniz. 


2 2 
3D z—x” ise lir İz -32z olduğunu gösteriniz. 


38) uz arcig - Z fonksiyonun o * öz -—0 denklemini sağladığını göste. 


39) ulr, DA sin(aAt--a)sinAx fonksiyonunun 


Ozu du 
02“ ğzz 


denklemini sağladığını gösteriniz, 
-— Z KA . 
40) 2x6 (2) *-y (2) fonksiyonunun 


Öz Öz 8 
#2 * 2ayZe te İF -0 


denklemini sağladığını gösteriniz. 


41) a—9(x7) *Vxy y (2) fonksiyonunun 
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, 0 0 
ri y İyi 0 


denklemini sağladığını gösteriniz. 


BİLEŞİK FONKSİYONLARIN TÜREVLERİ. 


d 
42) 7 z , xze' , yzlog? ise TN yi hesaplayınız. 
de e(logt—1l) 
Cevap. “e — “—üiog gi 


j e, de | 
43) u—log sin V> |, xE38 , yayi ise ir yi hesarlayınız. 


du i x x 
Cevap. —/-—-— votg—<1(6—— 
dt yy b vg ( Za) 


N d , 
44) uzıyz , xsütli , yzlogi , z—igt ise Ta yi hesaplayınız, 


G-i)tgt (©-)log£ 


du 
Cevap. -gç —2tlogttgtt t cost 


d , 
4) uz , asReost , y-Rsint , z—H ise Yi he 


2 yi yi 
sıplayınız. 


Cevap. Ş —0 


d 
46) >—ı” , uzsinx , v6-z005x ise er i hesaplayınız. 
d N , 
Cevap. 5ç> (sin x)“*** (cos x cotg x—sin x log sinx) 


MN ğ& , 
4D 2 Kw) , u—x'—y , eze” ise İ ve öy Vi hesaplayınız. 


0 
Cevap. 2. e -ye? a ; -- 2y irtre 


sy İİ. 
de 


, öz öz , 
48) 2 —areig Z ; x—usine , yzucoso ise 7; ve 2, Yi hesap- 
Jayınız. 


Cevap. 2-0 , sı 
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49) w—flu,  , uzx4at , e zyibt ise 


olduğunu gösteriniz. 


. 1 öz 1 öz z e 
50) z—yo©(x2—y) fonksiyonunun x Ör t vdy iy denklemini sağ- 


ladığını gösteriniz. 


0 0 Ni 
51) z—ıyjlx© (2) fonksiyonunun x İz ty İz —xy--z denklemini 


sağladığını gösteriniz. 


2 LA Öz 
52) 2—e7 piy-e”/27 ) fonksiyonunun (—y9)2. xy öy “97 denk- 
iemini sağladığını gösteriniz. 
Öz Öz Öz m 
53) :-fu, wv , uzay? , v—xy ise İl ' ördü İz ! ir türevle- 
rini hesaplayınız. 
 Öu |. 
54) u—fir,y, 2) ve z—©(x,y) ise Ger türevini hesaplayınız. 
öf df de. 0 ?z df dç 
Cevap. 5 — özi Kİ özür ör töz 22) öz Ör 


TOPLAM DİFERANSİEL. 


55) Axi , Ay—2 olduğunagöre Kr, y) xy fonksiyonunun(i, 2 
noktasındaki artımını ve toplam diferansielini bulunuz. 


Cevap. A4f—14 ; df-—6 


56) 22x39 -4-y3 —3xy fonksiyonunun toplam diferansielini hesaplaymız. 
Cevap. dz—3(x2 —y) de $3(y2—x) dy 


57) z—sinix $ cosiy fonksiyonunun toplam diferansielini hasaplayınız. 


Cevap. dz—sin2x dx —sin Zy dg 


58) z—arctg z * arctg z fonksiyonunun toplam diferansielini hesaplayınız. 


Cevap. dz—0 


59) fix, Yi ise df(1, 1) i hesaplayınız. 
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Cevap. d/(1, 1)-—-dxe—32 dy 


60) u—xyz fonksiyonunun toplam diferansielini hesaplayınız. 


Cevap. duzyıdı*zxdy--aydz 
6) usarctg — fonksiyonunun toplam diferansielini hesaplayınız. 


2 2 
Cevap. da (y Üre dy——> âz) 


5) fiy 7 — 


Va ise d/(3, 4, 5) i hesaplayınız. 


1 
Cevap. df(3, 4, 5) —7x (5 dz —3 dx—4 dy) 


63) z—e”” ise d3z 1 hesaplayınız. 
Cevap. &27—e“İ(y dex dg)? 4-2 dx dyl 
64) uzzxyz ise din yu hesaplayınız. 
Cevap. du 2x dy dz--y dz üx--z dx dg) 
8) z-—o() , £—x24y2 ise diz i hesaplayınız. 
Cevap. 87-4 9”(0 (x dey dy)3 4-2 ©'(0) (dx? 3 dy3) 
68) z-—e”cosy ise diz i hesaplayınız. 
Cevap. &z—e"(cosydı3-—-3 siny dx? dy—3 cosy dı dy? --siny dy) 


6D Ke Dx tıyyı—4lo8x—10logy ise df(1,2) ve d?/(1, 2) yi 
hesaplayınız, 


Cevap. df(1, 2)—0 ; d2/(1, 2) 6d 4 2dxdyt45dy? 
68) (c0osx-3x3y) dx (9 —y?) dy nin tam diferansiel olduğunu gösteriniz. 


2 2x— 
69) 2 der dy nin tam diferansiel olduğunu gösteriniz, 


70) Bir dik dörtgenin kenarlarından biri a—10cm, diğeri 5-—24cm dir. 
a kenarı 4mm uzatılır ve b kenarı I mm kısaltılırsa / köşegeninin değişimini 
yaklaşık olarak hesaplayınız ve sonucu tam değerle mukayese ediniz. 


Cevap. d/—0,062em , Al—0,065 cm 
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Ti) 2mm kalınlığında konirplaktan yapılmış va dış boyutları 10cm ,8gem, 

6cm olan bir #utunun koniyplak kısmının hacmının yaklaşık değexini bulunuz. 
Cevap. 75 cm3 


72) (1,02 (0,97)2 nin yaklaşık değerini hesaplayınız. 
Cevap. 1,00 


73) V(4,05Y2 (2,9377 nin yaklaşık değerini hesaplayınız. 
Cevap. 4,998 


74) sin 329 cos 599 nin yaklaşık değerini hesaplayınız. 
Cevap. 0,273 


75) Vİ: (0,398) (6,03) nin yaklaşık değerini hesaplayınız. 
Cevap. 3,99875 


76) V(5,98)7 4 (8,017 nin yaklaşık değerini hesaplayınız. 
Cevap. 9,996 


2,06)2 95? . PO 
7D KN nin yaklaşık değerini hesaplayınız. 


Cevap. 5,36 
78) ((3,01)2 4 (3,98)2 -- (6,02) -- 5(1,977J “9 nin yaklaşık değerini hesaplayı- 
nız. 
Cevap. 0,111427 


79) İVBSE F2G,D3 nin yaklaşık değerini hesaplayınız. 
Cevap. 2,01 


80) Gazların genel kanunu pu—RT bağıntısı ile verilmiştir. Bir gazın p 
basıncı ile » hacmı 9©b3 er bağıl hata ile biliniyor ise 7 nin hesabında yapılacak 
maksimum bağıl hatayı bulunuz. 


Cevap. “b7 


81) Bir cismin p yoğunluğu, havadaki ağırlığı P, ve su içindeki ağırlığı P; 


P 
olmak üzere, p— EE formülü ile hesaplanıyor. P, ,'0,01 kg ve P, de 0,02 


kg hk birer hataile P,-9 kş ve P,—5 kg olarak ölçülüyorlar. p nun he- 
saplanan değerinde yapılan maksimum hatayı bulunuz. 


Cevap. b1,44 
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1 
82) Serbest düşen bir cismin ? saniyede aldığı yol hsgg0 dir ? zamanı 
X saniyelik bir hata ile 10 saniye olarak ölçülmüş ve g nin değeri de “40,1 ba- 
ğıl hatası ile biliniyor ise h ın hesabında yapılacak bağıl hatayı bulunuz. 


Cevap. “h4,1 


1 
83) Bir dik dörtgenler prizmasının kenarları g cm hataile 3, 4, 5dm 


olarak ölçülmüştür. Bu kutunun hacmının hesabında yapılacak bağıl hatayı bu- 
lunuz. 


Cevap, 9b0,1 


84) Bir ABC dik üçgeninin dik kenarları #0O,lecm hataile a—5,7Tcm ve 


b—8,3 cm olarak ölçülmüştür. tgA nın tg A5 den hesabında yapılacak 
maksimum hatayı bulunuz. 


Cevap. *b3 


85) Bir dik silindirin çap ve yüksekliği 0,05 cm bir hataile 8 ve 12,5 cm 
olarak ölçülmüştür. Bu silindirin hacmının hesabında yapılması mümkün mak- 
simum hatayı bulunuz. 


Cevap. 3,37 
KAPALI FONKSİYONLARIN TÜREVLERİ. 


d 
86) y—xi-y” den ir i hesaplayınız. 


dy o y loy 


Cevap. ör 1g 
d d? 
87) y—x-logy den iz ve ie yi hesaplayınız. 
dy Yy day  y 
Cevap. de y—i ? dı? “(1—y)3 


——— d 
88) log Valiyi —a aretgi- (4x0) dan iz i hesaplayınız. 


dy x tay 
Cevap. öz — ax —y 
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a a 
Üz öz . 
89) xcosy-*ycosz-21c05x—<li den ir. © öy yi hesaplayınız. 


Cevt Öz zsinx—cosy Oz xsiny—cosz 
€vaP. Ox “cosx—ysinz ? dy cosx—gsinz 
N dx Od; öz N Mi 
90) Hr, y, 2) 20 ise dy , ir iğ FN 1 olduğunu gösteriniz. 


9) uk v—xiy , xufyuzl ise ie ve g yi hesap- 


layınız. 
Ön u-ky öv ur 
Cevap. Ge F— xy o e viy 
Ön çu pu öv ix 
Oy © x—y * öy © x—y 
, Oz dı .. 
92) X—uşw , yle , zi (is#u) den Ody türevle- 
rini hesaplayınız. 
İz , dz 3 
Cevap. ğe 3uv ; öy “2 (uk) 


DEĞİŞKEN DÖNÜŞTÜRMELERİ ve JOKOBİENLER 


: d MR .: 
93) x mi *t 2x 3 İ*y-0 denkleminde x-ze' değişken dönüştürmesini 
yapınız. 
dy dg, 
Cevap. taç ty—0 
, Ty dy N -. p 
94) (1—x) der 7 dx “ 0 denkleminde x—cost değişken dönüştürme- 
sini yapınız. 
diy 
Cevap. 7 —0 


di ? NM az N , 
95) di * 2y ) —0 denklemini y yi bağımsız değişken kabul ederek 


dönüştürünüz. 
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96) y 3; —xğy > 0 denkleminde u—x , v—x!$y: bağıntıları ile 


tanımlı u ve w değişken dönüştürmesini yapınız, 
Cevap. 7 z0 
Öz Öz 


97) Xİ ty öy 2 0 denkleminde u—Xx , v— z değişken dönüştür- 


mesini yapınız. 


Cevap. uğ —2 <0 
Olu |, Ölü , , m 
98) rt Te 0 denkleminde x—»cos0 , yr sin9 değişken dönüş- 
türmesini yapınız. 


du 1 ğu 1 
7 


d 
Cevap. ğe ize ğer kiş ğe <0 


99) 2 İZ ya ÖZ gp denkleminde u— —İ. değişken dönüş- 
Yü ir enkleminde u—ay , v—— eğişken Gönuş 
türmesini yapınız. 
c iz 1 öz 
evaP. Suğu Zu de 
, , du Öz öv öe., 
100) Fr, yu, v0 , Gir, yu, v) <0 ise ör * Oy * Ör öy türevle- 
rini hesaplayınız. 


D(F, G) D(F, 6G) 

du Dix, v) dv D(u, >! 

Cevap. Ze  — OF, O) $ de “DİR, GY 
Du, v) D(u, 9) 

DEF, G) DE, G) 

du oo Diy, v) & Du, y 

öğ MPG ? y © NE, G 

Diy, v) D(u, v) 


10) f(x, g, 2-0 ve gix, y, 2) 0 ise 


ANK > dy Az | 
Di.)  DA4ŞD De 
Dy, 2) Diz, x) D(G,y) 


olduğunu gösteriniz. 


102) x—u—ujyw , yzu-w—w) ve z 209 w ise 
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D (x, 7; 2) 
D(u,v, w) 
yi hesaplayınız. 


D (x, 
Cevap. DE Li 2 övul-dul6 8-2 


10) pg 4 lar x,y,z lerin fonksiyonları olduğuna göre 
DAŞ öf DER öğ Dp, öh Dİ, 


m ye aa 


Dyd ör Diy dtör Diy )'ör Dy 
olduğunu gösteriniz. 


104) fo gh lar x,y, z lerin fonksiyonları ve 


xf, vw , gsGl(a,v) , z<H(u, vw 
iseler 


Dİ, 8) DD, DDIy 2) DA, DD) DU bam 
DU, vw Diy, )Diw DO )DU, *Diz, Yy) DG, vw) 


olduğunu gösteriniz, 


TEĞET, NORMAL ve ZARF. 


105) Parametrik denklemleri x—sint , yasin? , z—cosdt eğrisinin 


iz T e karşılık olan noktasındaki teğetinin denklemini bulunuz 


Cevap. YE — — ap 


106) e ey? 22-9 , ayi Bz20 eğrisinin (2,2, 1) noktasındaki 
teğetinin denklemini buluhuz. 


Cevap. x-yx4 , z—i 


107) z>—-x3-4-y? yüzeyinin (1, —2, 5) noktasındaki teğet düzleminin Ve 101- 
malinin denklemini bulunuz. 


Cevap. 2x--4y— 7-5-0 ş —5—a27— a —— 


3 2 
108) 15 pZ 2 0 keonisinin (4, 3, 4) noktasındaki teğet düzlemi ile 
normalinin denklemlerini bulunuz. 


Cevap. 3x --4y—67—0 ; 5— 


286 Çok değişkenli fonksiyonlar 


109) x2-4 2y2 4372-21 yüzeyinin x$* 4y-4-62-—-0 düzlemine paralel teğet 
düzlemlerinin denklemlerini bulunuz, 


Cevap. x*4y-6:—EO9l 


, 2 
110) (x—a)X?-4-y— > çember ailesinin zarfının denklemini bulunuz. 


Cevap. ya ix 


111) Koordinat eksenleri ile alanı S gibi sabit bir değere eşit üçgen teşkil 
eden değruların zarfını bulunuz. 


1 
Cevap, xy>— Ss 
112) m parametreolarak y—mx* E doğru ailesinin zarfını bulunuz: 


Cevap. yi —dpx 


113) Alanları sabit ve 4 değerine eşit olan bütün bx24-a'y7—a'b? elipsle- 
rinin zarfının denklemini bulunuz. 


A 
Cevap. xy 2 


ÇOK DEĞİŞKENLİ FONKSİYONLARDA TAYLOR FORMÜLÜ. 


114) f(x, yi sax? $t 2bxy rey: olduğunagöre flxth,yik) nın h ve k 
nın tam ve pozitif kuvvetlerine göre açılımını bulunuz. 


Cevap. f(x *th,yik) ax 12bxy-cy 4 2(axtbyh 
2Öx*cy) kah 4s 2hk- ck 


115) (6 yy —x3 1 2xy 4 3yl—6x—27y—4 fonksiyonuna (—2, 1) noktası 
civarında Taylor formülünü uygulayınız. 


Cevap. J(&. y1l—(1:2)342(X 12) (y— 1) -3(y—17 
116) #x, yy-<e'siny fonksiyonuna Maclaurin formülünü uygulayınız. (3. 
mertebe türevin bulunduğu terime kadar yazılacak) 
3x37 — yö 
Cevap. y-*- xy EL 


117) fir, Y—cosx cosy fonksiyonuna Maclaurin formülünü uygulayınız, (4. 
mertebe türevin bulunduğu terime kadar yazılacak) 
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My x tbt 


Cevap. 1 — 21 T 


ÇOK DEĞİŞKENLİ FONKSİYONLARDA MAKSİMUM ve MİNİMUM. 


118) z—(x—1MX-42y: fonksiyonunun maksimum, minimum değerlerini bu- 
lunuz. 


Cevap. x—1i yg z0 için 7m <0 
119) z—ax3-- xy y—3x—y fonksiyonunun maksimum, minimum değerle- 
rini bulunuz. 


Cevap. x <1 , y—0 için zZun——İ 


120) 2x1 yl — 2x2 4 4xy —29y? fonksiyonunun maksimum, minimum de- 
gerlerini bulunuz. 


Cevap. x-V2 , yx—V3 ve x»——V2 , yWV2 için 7 —8 
2x 2y-—0 eksiremum değildir. 


121) z<1—(2 423 fonksiyonunun maksimum, minimum değerlerini bu- 
ifunüuz. , 


Cevap. x>>y0 için, zmu-—İ 


1-*-x-y 


122) 2 -———---—— — fonksiyonunun maksimum minimum değerlerini bulunuz. 
VI ty 


Cevap. x—1', y<—1 için Zak ES V3 
123) z—'yX(a—x—y) fonksiyonunun ekstremumlarını bulunuz. 


Cevap. s5 , y —5 için maks. 


T 
124) 0 sx ca ; 0Ssys 2 olarak z—sinx-siny-sin(x-ky) fonksi- 
yonunun ekstremumlarını bulunuz. 


x .. 
Cevap. x—y—-. için maks. 


125) 05xSsx ş 0s£y:r olarak z—sinx siny sin(x ty) fonksiyonunun 
ekstremumlarını bulunuz. 
'R 
Cevap. x—y—-£ için maks. 


İkinci cildin sonu 


INDEKS 


A 


Açık domen 208 
Alembert oran kuralı 13 
Alternatif seriler 29 
Asal meridyen 190 


B 


Bağıl hata 230 

Bileşik fonksiyonlar 258 

Bileşik fonksiyonların türevleri 219 
Binom formulü 42 

Bölge 207 


cCc, ç 


Cauchy kuralı 16 

Çift fonksiyonların Fourier serileri 86 
Çok değişkenli fonksiyonlar 206 

Çok değişkenli fonksiyonlarda limit 209 


Doğrultu kosinüsleri 152, 154 

Doğrultu sayıları 152, 153 

Doğrunun genel denklemi 1713 
Doğrunun parametrik denklemleri 172 
Doğrunun simetrik şekildeki denklemi 173 
Doğruya uzaklığı (noktanın) 180 
Domen 201 

Domenin çevresi 208 

Domenin iç noktaları 208 

Dönel hiperboloid 193 

Dönel yüzeyler 190 

Düzgün süreksizlik noktası 78 

Düzlem 159 

Düzlem denklemi 159, 160, 161 
Düzlemin normal şekildeki denklemi 161 


E 


Eğri ailesi 259 

Eğriler 188 

Eğrinin parametrik denklemleri 196 
Eğrinin vektörel denklemi 196 
Ekstremum 268 


Çok değişkenli fonksiyonlarda süreklilik Elipsold 192 


211 


D 


Değişik işaretli seriler 27 

Değişken dönüştürmeleri 237, 238, 240 
Değişken terimli seriler 32 

Dirichlet şartları 79 

Doğru 172 

Doğrudan geçen: düzlemler 178 
Doğrultu açıları 152 


Yüksek Matematik II 


Eliptik hiperbolojd 194 
Eliptik koni 194 
Eliptik: silindir 190 
Euler formulleri 137 


F 


Fonksiyonel determinant 237, 244, 246, 
247, 248, 249 

Fourier katsayıları 78 

Fourier serileri 75, 78, 90, 94£ 


F. 19 


290 Yüksek matematik 
G 


Genel terim 2 
Geometrik seri 6 


H 


Harmonik seri 9 

Hata hesabı 230 

Hiperbolik paraboloid 194 
Hiperbolik silindir 190 
Hiperboloid (bir parçalı) 193 
Hiperboloid (dönel) 193 
Hiperboloid (eliptik) 194 
Hiperboloid (iki parçalı) 193 


Lİ 


Iraksaklık 3 

İki doğru arasındaki açı 156, 157 
İki kat limit 209 

İkinci derece yüzeyler 192 
Imajiner birim 195 

Imajiner sayılar 104, 105 

Integral kuralı 7 


J 


Jakobien 246, 249, 251 


K 


Kapalı domen 208 

Kapalı fonksiyonların türevleri 234 
Kalan 265 

Kartezyen koordinatlar 149 

Kısmi toplam 3 

Kısmi türevler 212 

Kısmi türevin geometrik anlamı 213 
Kompleks sayılar 104 

Kompleks sayının argümanı 108 


Kompleks sayının logaritması 142 
Kompleks sayının modulü 108 
Kompleks sayının tersi 128 
Kompleks sayıların bölümü 125 
Kompleks sayıların çarpımı 117 


Kompleks sayıların kartezyen şekli 111 


Kompleks sayıların kare kökü 130 
Kompleks sayıların kuvveti 129 


Kompleks sayıların n.mertebe kökü 132 


Kompleks sayıların toplanması 115 


Kompleks sayıların trigonometrik şekli 111 


Kompleks sayıların üstel şekli 113 
Kosinüs serisi 95 i 
Kuvvet serileri 32 

Küre 188 

Kürenin denklemi 189 

Küresel koordinatlar 149, 151 


AI 


Maclaurin formulü 48, 262, 266 
Maclaurin serisi 36 
Maksimum 267, 268, 210 
Meridyenler 190 

Minumum 267, 268, 270 
Moivre formulü 120 
Mukayese kuralı 10 

Mutlak hata 230 

Mutlak yakınsak seri 27 


N 


Normal 256 


“Normal düzlem 253, 254 N 


Normal düzlemin denklemi 254 
Normalin denklemi 258 


o 


Ortak dikme 183 
Ortak dikmenin denklemi 185 
Ortak dikmenin uzunluğu 186 


P,R 


p serisi 9 
Parabolik silindir 190 


mdeks 291 


'Taylor formulü 48, 262, 264 
Taylor serisi 44 

Teğet (uzay eğrisinin) 253, 254 
Teğet denklemi 253, 254, 255, 257 


Peryodik olmayan fonksiyonların Fourier Teğet düzlem 253, 256 


serileri 94 
Raabe kuralı 22 


Ss, $ 


Salınan seri 4 

Schwarz teoremi 216 
Seriler 1 

Serilerin bölünmesi 53 
Serilerin çarpılması 52 
Serilerin integralleri 57 
Serilerin toplanması 51 
Serilerin türetilmesi 55 
Serinin genel terimi 2 
Serinin toplamı 3, 23 
Serilerle işlemler 51 

Seriye açılım 35 

Silindirler 189 

Silindirik koordinatlar 149, 150 
Sinüs serisi 95 

Sonlu seri 1 

Sonsuz seri 1 

Şarta bağlı yakınsak seri 29 


T 


Tam diferansliel 223 
Tanım domeni (bölgesi) 208 


Teğet düzlemin denklemi 253, 258 
'Tek fonksiyonların Fourier şerileri 86 


Ters dönüşümler 244 


Toplam diferansiel 221 
Trigonometrik seri 75 


U 


Uzay analitik geometri 149 
Uzay eğrileri 195 


Y 


Yakınsaklık 3, 5 

Yakınsaklık aralığı 33 

Yakınsaklık yarıçapı 33 

Yer vektörü 196 

Yüksek mertebeden kısmi türevler 214 

Yüksek mertebeden toplam diferanslieller 
215 

Yüzeyler 188 


Zarf 259, 260 
Zarfın denklemi 261 


BİBLİYOGRAFYA 


DEMIDOVITCH, B. Recueil d'&xercices et de probliâömes 
d'analyse math6matigue 

DİLGAN, Hamit Analiz II 

KAPLAN, Wilfred Advanced Calculus 

RELLS, LLyman M. Calculus 

KLETENİK, D. Problömes de göometrie analytigue 

MASSART, J. . Cours d'analyse 


MILHAUD, G. et POUGET, E. Cours de göometrie analytigue 


PAPELIER, G. Precis d'algöbre d'analyse et de trigonom&trie 
PISKOUNOV, N. Calcul differantici et integral 

POUSSIN, C.JJ. Della Valide 

BERKER, Ratıp Analiz dersleri 

PROTTER, Murray H. - MORREY 

C.B.Jr. Modern mathematical analysis 

GUINET, J. Cours &l&mentaire de mathdmatigues supöricuüres 
SPIGEL, Murray R. Advanced calculus 

SPIGEL, Murray R. Complex variables 

VESSIOT, E. et MONTEL, P. Cours de math&matigueş, göndrales 


WOODS . BAILEY - SALLIN, A. Math&matigues gön&drale 


MaH HH RH m pp 
a Pp S NS FF » 


» PASI» SN H 


BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 


YÜKSEK MATEMATİK 
Cüt 1 


(İçerdiği Konular) 


Sayı, Değişken, Fonksiyon 

Limit ve Süreklilik 

Türev 

Türevin çeşitli uygulamaları 

Ters trigonometrik fonksiyonlar 

Üstel fonksiyon ve logaritma fonksiyonu 

Hiperbolik fonksiyonlar 

Parametrik denklemler 

Kutupsal koordinatlar 

Sonsuz küçükler 

Diferansiel 

Eğrilik, Eğrilik yarıçapı, Eğrilik dairesi, Basıt, Mebsut 
Ortalama teoremi, Taylor ve Maclaurin formülleri, Belirsiz şekiller 
Belirsiz integral 

Belirli integral 


